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МНОГОМЕРНЫЕ КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

И МНОГОЗНАЧНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО И ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПОВ

Излагается расширение теории многомерных уравнений второго порядка ги-
перболического и эллиптического типов, связанных с системами многомерных
квазилинейных автономных уравнений в частных производных первого поряд-
ка. Вычисляются общие интегралы этих уравнений, позволяющие строить их
точные решения в форме неявных функций. Устанавливается связь с урав-
нениями гидродинамики. Вычисляется число свободных функциональных па-
раметров построенных решений. Специально проводится построение и анализ
неявных решений уравнений Лапласа и Даламбера в координатном простран-
стве произвольной конечной размерности. В частности, строятся обобщенные
решения Пенроуза–Риндлера уравнений Даламбера в размерности 3 + 1.

Ключевые слова: точные решения многомерных нелинейных гиперболических и эл-
липтических уравнений, многозначные решения, системы нелинейных уравнений гидроди-
намического типа, уравнения электромагнитных волн, уравнения Лапласа и Даламбера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1], [2] было показано, что для ряда многомерных линейных и нелиней-
ных уравнений математической физики гиперболического типа, возникающих в тео-
рии электромагнетизма и акустике, существуют образующие особый класс специ-
альные многозначные решения, которые были названы ривертонами. Построенные
решения типа ривертонов обладают рядом интересных свойств. В частности, они
дают точные решения уравнений Эйлера течений сжимаемой жидкости без внешних
сил и существуют при любой размерности координатного пространства. Эти точные
решения строились на основе устанавливаемой связи между автономными квазили-
нейными уравнениями первого порядка [3], [4] и уравнениями второго порядка типа
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уравнений плоско-поляризованных электромагнитных волн в среде с нелинейной
поляризацией без дисперсии. Ривертоны расширяют класс точных решений боль-
шого числа часто встречающихся на практике уравнений математической физики,
в частности уравнений Даламбера. Кроме естественной для точных решений квази-
линейных уравнений первого порядка многозначности, связанной с опрокидыванием
фронта волны, ривертоны демонстрируют и другой тип многозначности, связанный
с возникновением областей, в которых происходит пересечение различных фронтов
одной и той же волны, что характерно для задач теории катастроф [5].

Однако, возможно, более важным следствием представленной теории является
сам факт наличия многозначных решений для широкого класса линейных уравне-
ний типа уравнения Даламбера или Лапласа, как это было показано в работе [2].
Это дает повод несколько иначе взглянуть, например, на проблему единственно-
сти для этих уравнений. Ранее факт наличия многозначных решений у уравнения
Даламбера в размерности 3 + 1 был доказан и использовался в работе [6]. Эти
решения затем были применены для построения точных решений в общей теории
относительности и квантовой теории поля. Однако среди многозначных решений,
найденных в статьях [1], [2], нет решений, которые бы в точности соответствовали
решениям Пенроуза–Риндлера. Это означает, что существует более общий подход,
который позволяет включить в общую схему как решения, найденные в [1], [2], так
и решения Пенроуза–Риндлера [6]. Поскольку решения Пенроуза–Риндлера играют
достаточно важную роль в прикладных задачах теоретической физики, проблема
построения обобщенной схемы поиска многозначных точных решений уравнений
математической физики, включающей эти решения и решения типа ривертонов,
представляется важной для общего понимания структуры пространства решений
гиперболических и эллиптических уравнений.

В настоящей работе проводится простая размерная классификация систем много-
мерных квазилинейных уравнений первого порядка с коэффициентами, зависящими
только от неизвестной функции, которые связываются с уравнениями второго по-
рядка, представляющими для нас основной интерес. Отметим, что в размерностях
1 + 1 и 2 + 1 такие системы исследовались в работах [7]–[9]. В настоящей работе
вычисляются общие интегралы рассматриваемых систем, позволяющие находить их
решения как решения алгебраических (или трансцендентных) уравнений. По ана-
логии с работами [1], [2] для каждого типа квазилинейных уравнений выписываются
системы уравнений гидродинамического типа [7], имеющие точные решения, связан-
ные с решениями исходных систем квазилинейных уравнений. В силу полученной
связи между уравнениями первого и второго порядка рассматриваемого типа по-
строенные точные решения квазилинейных уравнений первого порядка являются
также решениями уравнений второго порядка. В работе показано, как решения
Пенроуза–Риндлера уравнения Даламбера в размерности 3 + 1 выводятся из общей
схемы. Специальный анализ проводится для решений уравнений Лапласа и Далам-
бера произвольного порядка.

2. МНОГОМЕРНЫЕ КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В работе [1] показано, что система из n квазилинейных уравнений общего вида

∂E

∂xα
= Aα(E)Et, α = 1, . . . , N, (1)
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где A(E) =
(
A1(E), . . . , An(E)

)
– вектор-функция, зависящая от неизвестной функ-

ции E = E(x, t), x = (x1, . . . , xN ), и t – время, допускает общий интеграл следую-
щего вида:

H(E, t + A1(E)x1 + · · ·+ AN (E)xN ) = 0, (2)

где H(ξ, η) – произвольная, не всюду равная постояной, дифференцируемая функ-
ция двух аргументов ξ = E и η = t+(A,x), где (A(E),x) = A1(E)x1+· · ·+AN (E)xN .
Это устанавливается последовательным дифференцированием уравнений (2) по пе-
ременным x1, . . . , xN , t:

E,αH,ξ +
(
Aα + (A′(E),x)Eα

)
H,η = 0, α = 1, . . . , N ;

E, tH,ξ +
(
1 + (A′(E),x)Et

)
H,η = 0.

(3)

Здесь введены обозначения

E,α =
∂E

∂xα
, E, t =

∂E

∂t
, H,ξ =

∂H

∂ξ
, H,η =

∂H

∂η
.

Исключая из системы уравнений (3) производные функции H(ξ, η), получаем систе-
му уравнений (1).

Аналогичные построения доказывают, что квазилинейное уравнение

∂E

∂t
+

N∑
α=1

V α ∂E

∂xα
= 0 (4)

с коэффициентами

V α =
[
dR0

dE

]−1
dRα

dE
, R0 = R0(E), Rα = Rα(E),

зависящими только от неизвестной функции E(x, t), имеет общий интеграл

H(t−R0(E), x1 −R1(E), . . . , xN −RN (E)) = 0. (5)

Доказательство строится, как и в предыдущем случае, с помощью дифференцирова-
ния уравнения (5) по координатам и времени t и исключения производных функции
H(ξ0, ξ1, . . . , ξN ) по ее аргументам.

По аналогии можно рассмотреть системы квазилинейных уравнений относитель-
но дифференцируемой почти всюду функции E(x,y) с аргументами x = (x1, . . . , xn)
и y = (y1, . . . , ym), пробегающими все вещественное пространство Rn+m с общей раз-
мерностью N = n+m, число уравнений в которых равно n = N−m. Такие системы
имеют следующий вид:

∂E

∂xα
=

m∑
a=1

Aa
α(E)

∂E

∂ya
, α = 1, . . . , n, a = 1, . . . ,m. (6)

Докажем следующее утверждение.
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Утверждение 1. Система квазилинейных уравнений (6) имеет общий ин-
теграл

H(E, y1 + Φ1(E,x), . . . , ym + Φm(E,x)) = 0, (7)

где

Φa(E,x) =
n∑

α=1

Aa
α(E)xα, a = 1, . . . ,m. (8)

Доказательство строится по аналогии с доказательством формулы (2). Диф-
ференцируя равенство (7) по координатам xα и ya, получаем следующую систему
уравнений:

∂H

∂xα
= H,EE,α +

M∑
b=1

(E,αΦb
,E + Ab

α)H,b = 0, (9)

∂H

∂ya
= H,EE,a +

M∑
b=1

(δa
b + E,aΦb

,E)H,b = 0, (10)

где

H,E =
∂H

∂E
, H,b =

∂H

∂ξb
, ξb = yb + Φb(E,x).

Вторая часть (10) данной системы представляет собой систему алгебраических урав-
нений относительно производных H,E и H,b с матрицей M, имеющей элементы
Ma

b = δa
b + E,aΦb

,E . Определитель этой матрицы равен

DM = detM = 1 +
m∑

b=1

E,bΦb
,E , (11)

а элементы обратной матрицы M−1 можно представить в следующем виде:

(M−1)a
b = δa

b −
1

DM
E,aΦb

,E , a, b = 1, . . . ,m.

Отсюда, используя выражение (11), находим решение системы (10):

H,b = −H,E

m∑
a=1

(δa
b −D−1

M E,bΦa
,E)E,a = −H,E

1
DM

E,b, b = 1, . . . ,m. (12)

Подставляя это решение в первую часть (9) исследуемой системы, приходим к сле-
дующему выражению:

1
DM

H,E

(
DME,α −

M∑
b=1

(E,αΦb
,E + Ab

α)E,b

)
= 0, b = 1, . . . ,m.

Равенство нулю будет иметь место при любых значениях H,E тогда и только тогда,
когда выполнено условие

DME,α −
M∑

b=1

(E,αΦb
,E + Ab

α)E,b = 0, α = 1, . . . , n,

которое после раскрытия скобок и подстановки DM из (11) превращается в уравне-
ние (6), что и доказывает утверждение.
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Определение 1. В дальнейшем систему многомерных квазилинейных уравне-
ний первого порядка (6) будем обозначать через QL(n,m). В частности, системы (1)
и (4) имеют обозначения QL(n,1) и QL(1,n) соответственно.

3. СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ МНОГОМЕРНЫХ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА QL(N,M)

Следствием утверждения 1 являются важные свойства решений, аналогичные
свойствам решений системы (1), отмеченным в работах [1], [2].

Во-первых, в силу того что решения рассматриваемых уравнений являются неяв-
но заданными и вычисляются как решения, вообще говоря, трансцендентных урав-
нений вида (7), они относятся к классу многозначных функций. Это одно из наи-
более важных общих свойств таких решений. Число листов таких многозначных
функций определяется функциональной формой интегралов H(E, ξ1, . . . , ξm), на-
пример, порядком полинома, если H(E, ξ1, . . . , ξm) выбирается в классе функций,
полиномиальных по всем аргументам. В частности, решения типа ривертонов, ко-
торые были найдены в статье [1], являются многозначными функциями; число их
листов определяется как характером опрокидывания фронта волны, так и числом
пересечений фронтов волны. В дальнейшем мы не будем постоянно упоминать об
этом свойстве многозначности решений исследуемых уравнений, подразумевая, что
оно является их основным отличительным признаком.

Во-вторых, каждое решение E(x,y) системы QL(n,m) является решением обоб-
щенного уравнения эйконала

n∑
α=1

(
∂E

∂xα

)2

=
m∑

a=1

m∑
b=1

Rab ∂E

∂ya

∂E

∂yb
,

где

Rab =
n∑

α=1

Aa
α(E)Ab

α(E). (13)

Доказательство этого факта строится простым умножением уравнений (6) на Ab
α

и суммированием результата по индексу α.
Более интересным является следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть E(x,y) – решение системы QL(n,m) . Тогда функции

Ua
α = −

m∑
b=1

Qab(E)Ab
α(E), (14)

где Qab(E) – элементы матрицы Q, обратной к матрице R с элементами Rab(E),
определенными в (13), удовлетворяют системе нелинейных уравнений гидродина-
мического типа

∂Ua
α

∂yb
+

n∑
β=1

U b
β

∂Ua
α

∂xβ
= 0. (15)
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Доказательство. Умножим уравнения (6) на U b
α и свернем полученные соот-

ношения по индексу α. В результате получим набор следующих уравнений:

∂E

∂yb
+

n∑
α=1

U b
α

∂E

∂xα
= 0. (16)

При выводе было учтено, что

n∑
β=1

U c
βAf

β =
n∑

β=1

QcbAb
βAf

β =
n∑

β=1

QcbRbf = δcf .

Соотношения (16) означают, что каждый из векторов Ub, b = 1, . . . ,m, с компо-
нентами U b

α, α = 1, . . . , n, в координатном подпространстве Rn представляет собой
скорость переноса гидродинамического маркера E(x,y) соответствующим гидроди-
намическим потоком в этом пространстве. Поскольку Ua

α(E) является функцией
только от E(x,y), имеем

∂Ua
α

∂yb
+

n∑
β=1

U b
β

∂Ua
α

∂xβ
=

dUa
α(E)
dE

(
∂E

∂yb
+

n∑
α=1

U b
α

∂E

∂xα

)
= 0,

что доказывает утверждение.

4. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Из системы уравнений (6) в результате дифференцирования находим

n∑
α=1

∂2

∂(xα)2
E = ∆E =

n∑
α=1

m∑
a=1

∂

∂xα

(
Aa

α(E)
∂E

∂ya

)
.

Используя повторно сами уравнения (6) в правой части этого соотношения, прихо-
дим к общему уравнению следующего вида:

∆E =
m∑

a=1

m∑
b=1

∂

∂ya

(
Rab(E)

∂E

∂yb

)
. (17)

Заметим, что в силу зависимости Rab(E) только от E выполняются соотношения

∂

∂ya

(
Rab(E)

∂E

∂yb

)
=

∂

∂yb

(
Rab(E)

∂E

∂ya

)
, a ̸= b.

Это является полезным свойством уравнений при анализе числа их неэквивалентных
решений, о чем речь пойдет далее.

Утверждение 3. Каждое решение системы квазилинейных уравнений (6) в фор-
ме неявного алгебраического уравнения (7) для фиксированного выбора Rab(E) при
соответствующем произвольном выборе функций Aa

α(E) является решением урав-
нения (17). Обратное утверждение неверно.
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Уравнение (17) можно записать в специальной форме дифференциального закона
сохранения, аналогичного в некотором смысле уравнению непрерывности в гидро-
динамике. Введем формально величины

ρa =
m∑

b=1

Rab(E)
∂E

∂yb
. (18)

Тогда уравнение (17) можно записать так:
m∑

a=1

∂ρa

∂ya
+

n∑
α=1

∂

∂xα

( m∑
a=1

ρaUa
α

)
= 0. (19)

Последнее уравнение фактически является аналогом гидродинамического уравне-
ния непрерывности и переходит в него в случае m = 1 при условии, что ρ1 интерпре-
тируется как плотность потока, а U1

α – как его скорость. При этих же условиях (15)
переходят в уравнение Эйлера. Отметим также, что кроме дифференциального
закона сохранения (19) имеется набор законов сохранения следующего вида:

n∑
α=1

∂

∂xα
Aa

α(E) =
m∑

b=1

∂

∂yb
P ab(E), a = 1, . . . ,m, (20)

где

P ab(E) =
∫ E n∑

α=1

dAa
α

dE
Ab

α dE.

Проверка этих соотношений осуществляется прямыми вычислениями. Законы со-
хранения (20) могут быть полезными для практического использования уравне-
ний (15) в прикладных задачах.

5. КЛАССИФИКАЦИЯ НЕЭКВИВАЛЕНТНЫХ
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Общий анализ связи различных систем QL(n,m) с соответствующими им уравне-
ниями второго порядка показывает, что одно и то же уравнение второго порядка
может иметь несколько различных типов решений, которые определяются различ-
ными по размерности системами QL(n,m). Это порождает задачу поиска условий
существования различных неэквивалентных типов решений в неявной форме (7)
для уравнений второго порядка и перечисления всех таких решений. Данная за-
дача состоит из двух подзадач. Первая из них сводится к выяснению числа сво-
бодных функциональных параметров Aa

α(E) матрицы системы QL(n,m), от которых
не зависит вид матрицы R уравнения второго порядка. Вторая подзадача состоит
в выяснении числа всех возможных редукций функциональных параметров Aa

α(E)
системы QL(n,m), которые переводят эту систему в другую систему QL(k,l) той же
полной размерности N = n + m = k + l координатного пространства, как это было
продемонстрировано в случае уравнений типа Даламбера в размерности 4 = 3 + 1.

Утверждение 4. При заданной общей размерности N = n + m координатного
пространства уравнение второго порядка (17) системы QL(n,m) будет иметь раз-
личные неэквивалентные решения, соответствующие различным неэквивалент-
ным функциональным параметрам Aa

α(E), только при условии m < 2n − 1 или,
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эквивалентно, (N + 1)/3 < n. Число свободных функциональных параметров при
выполнении этого условия будет равно M = (2n−1−m)m/2 = (3n−N−1)(N−n)/2.
В случае M 6 0 уравнение второго порядка определяется единственным образом
с помощью функциональных параметров Aa

α(E).

Доказательство. Сформулированное утверждение доказывается путем срав-
нения размерностей матриц R и A. Для системы QL(n,m) число независимых ком-
понент Rab матрицы R в силу ее симметричности равно m(m + 1)/2, а количество
компонент Aa

α матрицы A равно n×m. Следовательно, свободные функциональные
параметры в определении матрицы A по сравнению с матрицей R будут присут-
ствовать только в том случае, когда m < 2n−1. Число свободных функциональных
параметров Aa

α будет в этом случае определяться разностью между размерностями
матриц R и A. Эта величина равна

M = mn− m(m + 1)
2

=
(2n−m− 1)m

2
=

(3n−N − 1)(N − n)
2

.

Если M < 0, то свободные параметры отсутствуют и матрица R однозначно опре-
деляется функциональными параметрами Aa

α(E).

Так, например, для системы QL(3,1) имеем M = 2 > 0, т. е. для одного и того же
уравнения второго порядка имеется бесконечное число неэквивалентных решений,
которые определяются двумя свободными параметрами, что и было продемонстри-
ровано в работе [1]. Для исследуемой далее системы QL(2,2) мы имеем M = 1 > 0,
и неэквивалентные решения определяются одним свободным функциональным па-
раметром. Для системы QL(3,2) число свободных функциональных параметров рав-
но M = 4 и т. д.

Рассмотрим теперь вопрос о редукциях уравнений второго порядка системы QL(k,l)

к идентичным уравнениям второго порядка системы QL(n,m) при условии, что раз-
мерности координатного пространства связаны условием n + m 6 k + l. Смысл
редукции состоит в том, чтобы с помощью специального выбора функциональных
параметров Aa

α(E) системы QL(k,l) редуцировать уравнение второго порядка мень-
шей или той же размерности координатного пространства, но со структурой мат-
рицы, соответствующей другой системе QL(n,m). Существование нетривиальных
редукций также связано с наличием свободных функциональных параметров. Од-
нако в случае редукций затруднительно дать полное описание всех таких возможных
вариантов, поскольку тип редукции определяется не только исходной системой, но
и типом уравнения, к которому система редуцируется. Поэтому удобнее процедуру
редукций описать на конкретных примерах.

6. СИСТЕМА QL(2,2) И ЕЕ РЕДУКЦИИ

Рассмотрим в качестве важного примера систему QL(2,2) в следующем виде:
∂E

∂x
= A(E)

∂E

∂z
+ B(E)

∂E

∂t
,

∂E

∂y
= C(E)

∂E

∂z
+ D(E)

∂E

∂t
.

(21)

Коэффициенты этой системы Aa
α записываются как

A1
1 = A(E), A2

1 = B(E), A1
2 = C(E), A2

2 = D(E).
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Решения системы (21) можно найти из общего интеграла

H(E, z + Φ(E, x, y), t + Ψ(E, x, y)) = 0,

где
Φ(E, x, y) = A(E)x + C(E)y, Ψ(E, x, y) = B(E)x + D(E)y.

Матрица R для этой системы имеет элементы

R11 = (A1
1)

2 + (A1
2)

2 = A2(E) + C2(E), R22 = (A2
1)

2 + (A2
2)

2 = B2(E) + D2(E),

R21 = R12 = A1
1A

2
1 + A1

2A
2
2 = A(E)B(E) + C(E)D(E).

Уравнение второго порядка, соответствующее этой матрице, имеет вид

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
=

∂

∂z

(
R11(E)

∂E

∂z

)
+

∂

∂t

(
R22(E)

∂E

∂t

)
+ 2

∂

∂z

(
R12(E)

∂E

∂t

)
. (22)

В математической физике уравнение второго порядка, записанное в такой форме,
появляется редко. Поэтому интересны ситуации, когда это уравнение в результате
определенной редукции переходит в уравнения, чаще встречающиеся на практике.
Примером таких уравнений являются уравнения распространения электромагнит-
ных волн в диэлектриках без дисперсии или акустических волн в газе. Решения этих
уравнений, как было показано в работе [1], в соответствии со введенными выше обо-
значениями относятся к системам QL(3,1). Поэтому интерес представляют редукции
системы QL(2,2) к системам QL(3,1). Такой интерес в первую очередь вызван тем,
что решения систем QL(2,2) определяются интегралами (7) с двумя независимыми
аргументами, в то время как решения систем QL(3,1) – только с одним. Это озна-
чает, что функциональный класс решений, которые можно получить с помощью
систем QL(2,2), значительно шире, чем с помощью систем QL(3,1).

Необходимая редукция QL(2,2), приводящая к уравнениям второго порядка, свя-
занных с системами QL(3,1), соответствует условию

R12 = R21 = A(E)B(E) + C(E)D(E) = 0. (23)

Если это условие выполнено, то уравнение (22) принимает следующий вид:

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
=

∂2Q(E)
∂z2

+
∂2P (E)

∂t2
,

где
dQ

dE
= R11(E),

dP

dE
= R22(E).

При дополнительном условии

R11 = A2(E) + C2(E) = −1 (24)

уравнение (22) превращается в уравнение

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2
=

∂2P (E)
∂t2

, (25)
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которое совпадает по форме с уравнением (17) для системы QL(3,1) (1) с n = 3,
подробно рассмотренной в статье [1]. Как отмечалось в этой работе, уравнение (25)
описывает распространение электромагнитных волн в среде с нелинейной поляри-
зацией без дисперсии.

Условия (23) и (24) выполняются автоматически, если функции A, B, C имеют
следующий общий вид:

A(E) = i cos χ(E), C(E) = i sin χ(E), B(E) = −D(E) tg χ(E). (26)

Другой вариант выполнения условий (23) и (24) таков:

A(E) = shχ(E), C(E) = i ch χ(E), B(E) = −iD(E) cthχ(E). (27)

При этом функции D(E) и χ(E) остаются произвольными. В случае (26) мы имеем

dP (E)
dE

=
D2(E)

cos2χ(E)
,

а в случае (27) имеем
dP (E)

dE
= − D2(E)

sh2χ(E)
.

В отличие от интеграла (2) системы QL(3,1) интеграл (7), соответствующий систе-
ме QL(2,2), при выполнении условий (23) и (24) будет иметь более общий вид. Для
варианта (26) он записывается как

H(E, z + i[x cos χ(E) + y sin χ(E)], t + D(E)[x tg χ(E) + y]) = 0.

Для варианта (27) он имеет вид

H(E, z + x sh χ(E) + iy ch χ(E), t + D(E)[−ix cth χ(E) + y]) = 0.

Эти соотношения представляют собой наиболее общий функциональный вид интег-
ралов для уравнения (25), что существенно расширяет класс решений этих уравне-
ний. Однако в отличие от решений, рассмотренных в работе [1], решения, соответ-
ствующие этим интегралам, являются, вообще говоря, комплексными. Такие реше-
ния в конечном итоге оказываются аналогичными решениям комплексных уравне-
ний типа QL(3,1), рассмотренным в работе [2].

7. УРАВНЕНИЕ ДАЛАМБЕРА В РАЗМЕРНОСТИ 3 + 1.
РЕШЕНИЕ ПЕНРОУЗА–РИНДЛЕРА

Частным случаем системы (25) является уравнение Даламбера, которое соответ-
ствует следующему выбору элементов матрицы R:

R11 = A2(E) + C2(E) = −1, R22 = B2(E) + D2(E) = 1,

R12 = R21 = A(E)B(E) + C(E)D(E) = 0.
(28)

В этом случае P (E) = 1, и уравнение (25) принимает вид

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2
=

∂2E

∂t2
.
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Соответствующий (28) функциональный вид коэффициентов A, B, C,D сле-
дующий:

A(E) = i cos χ(E), C(E) = i sin χ(E),

B(E) = sinχ(E), D(E) = − cos χ(E),
(29)

где функция χ(E) произвольна. Это приводит к следующему интегралу:

H(E, z + i[x cos χ(E) + y sin χ(E)], t + x sin χ(E)− y cos χ(E)) = 0.

По аналогии с (27) можно получить интеграл с гиперболическими функциями от
произвольной функции χ(E).

Интерес представляет особое решение Пенроуза–Риндлера, соответствующее спе-
циальному выбору элементов матрицы R. А именно, рассмотрим матрицу с элемен-
тами следующего вида:

R11 = A2(E) + C2(E) = 0, R22 = B2(E) + D2(E) = 0,

R12 = R21 = A(E)B(E) + C(E)D(E) = 1.
(30)

Соответствующие этим соотношениям функции B, C, D можно выбрать так:

C(E) = iA(E), D(E) = −iB(E), B(E) =
A−1(E)

2
,

где функция A(E) произвольна. Интеграл при этом можно записать в виде

H

(
E, u + A(E)(x + iy), v + 2

x− iy

A(E)

)
= 0

или
H(E, u + A(E)(x + iy), A(E)v + 2(x− iy)) = 0. (31)

Уравнение второго порядка в этом случае таково:

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
= 2

∂2E

∂u∂v
,

что эквивалентно уравнению Даламбера в конусных переменных u = z + t, v = z− t.
Интеграл (31) представляет собой обобщенный интеграл Пенроуза–Риндлера [6],
который переходит в точности в интеграл Пенроуза–Риндлера в случае A(E) = E.

Уравнение Даламбера является линейным, поэтому комплексность интегралов (31)
не составляет существенной проблемы для получения вещественных решений, по-
скольку и вещественная, и мнимая часть этих интегралов являются по отдельности
решениями уравнения Даламбера.

8. СИСТЕМЫ QL(N,M) И УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА

На примере системы QL(2,2) рассмотрим другой тип редукций, который позволя-
ет в качестве одного из вариантов уравнения второго порядка получить уравнение
Лапласа в размерностях d = 2 и d = 3. Поскольку число свободных функциональ-
ных параметров системы QL(2,2) равно M = 1, вырожденная система уравнений
относительно элементов матрицы R

R11 = A2(E) + C2(E) = 0, R22 = B2(E) + D2(E) = 0,

R12 = R21 = A(E)B(E) + C(E)D(E) = 0
(32)
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имеет нетривиальное решение C(E) = iA(E), D(E) = iB(E), содержащее два сво-
бодных функциональных параметра A(E) и B(E). Соответствующий интеграл при-
нимает такой вид:

H(E, z + A(E)(x + iy), t + B(E)(x + iy)) = 0. (33)

Решения этого уравнения удовлетворяют уравнению Лапласа

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
= 0. (34)

Можно заметить, что интеграл (33) приводит к хорошо известным комплексным
аналитическим решениям уравнения Лапласа в размерности d = 2 общего вида
E = E(x−iy, z, t), где z и t – параметры. Нетрудно проверить, что увеличение общей
размерности системы QL(2,m) для получения решений уравнения (34) более общего
вида с помощью редукций типа (32) не приводит к новым решениям относитель-
но x, y, но усложняет параметрическую зависимость этих решений относительно
параметров y1, . . . , ym. Такие решения будут определяться интегралами

H(E, y1 + A1
1(E)(x + iy), . . . , ym + Am

1 (E)(x + iy)) = 0

при произвольных Am
1 (E). Кроме этого, в силу линейности уравнения (34) его об-

щее решение является линейной суперпозицией комплексно-сопряженных решений
E = E(x − iy, z, t) и E = E(x + iy, z, t). С точки зрения функциональной формы
решений уравнения (34) эти решения не представляют существенного интереса, но
могут быть интересны с точки зрения устойчивости решений по отношению к изме-
нению множества параметров y = {y1, . . . , ym}, поскольку зависимость от парамет-
ров представляет собой опрокидывающиеся волны в гиперболических системах.

Подобный анализ можно провести для уравнения Лапласа в размерности d = 3.
Для этого первоначально рассмотрим систему QL(3,2). Для этой системы матрица R
будет иметь размерность m = 2, а число свободных функциональных параметров
M = 4. Рассмотрим условия обращения в ноль всех элементов матрицы R, что обес-
печивает редукцию уравнения второго порядка к уравнению Лапласа в трехмерном
пространстве с координатами x, y, z. В результате имеем

R11 = (A1
1)

2 + (A1
2)

2 + (A1
3)

2 = 0, R22 = (A2
1)

2 + (A2
2)

2 + (A2
3)

2 = 0,

R12 = R21 = A1
1A

2
1 + A1

2A
2
2 + A1

3A
2
3 = 0.

(35)

Без ограничения общности решение этих алгебраических уравнений можно записать
в виде

Ap
2 = iAp

1(E) cosφ(E), Ap
3 = iAp

1(E) sinφ(E), p = 1, 2.

Соответствующий интеграл записывается как

H(E, y1 + A1
1(E)θ(x, y, z, φ(E)), y2 + A2

1(E)θ(x, y, z, φ(E))) = 0,

где
θ(x, y, z, φ(E)) = x + iy cos φ(E) + iz sin φ(E). (36)
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Следовательно, решение трехмерного уравнения Лапласа, соответствующее найден-
ному интегралу, определяется одной комплексной функцией θ(x, y, z, φ(E)), т. е. это
решение можно записать в виде

E = E(τ1(E), τ2(E), θ(x, y, z, φ(E))), τa =
ya

Aa
1(E)

, a = 1, 2. (37)

В силу произвольности функции φ(E) полное решение уравнения Лапласа определя-
ется линейной суперпозицией всех возможных решений с функциями θ(x, y, z, φ(E)),
где φ(E) – любая аналитическая функция одного комплексного аргумента E. Сле-
дует при этом иметь в виду, что (37) необходимо рассматривать как алгебраическое
уравнение для E, а соответствующие его неявные решения в общем случае будут
многозначными функциями. Полезно также заметить, что все возможные векто-
ры n(E) = {cos φ(E), sin φ(E)} представляют собой единичные векторы в плоскости
(y, z), выходящие из начала координат и зависящие от одного комплексного аргу-
мента E. Это указывает на то, что решения, соответствующие (36), являются фак-
тически ривертонами, описанными в работе [1]. Поэтому нет особой необходимости
отдельно анализировать структуру полученных многозначных решений.

По аналогии с двумерным уравнением Лапласа можно рассмотреть все возмож-
ные системы QL(3,m), для которых форма уравнений (35) будет оставаться неиз-
менной, что приводит к тем же решениям (37), но с бо́льшим числом параметров
y = {y1, . . . , ym}, m > 2.

Рассуждая аналогичным образом, получаем общее

Утверждение 5. Уравнение Лапласа в координатном пространстве размернос-
ти n > 2,

∆E =
n∑

α=1

∂2

∂(xα)2
E = 0, (38)

имеет частное неявное решение

E = F (t, θ(x,n(E)) (39)

с произвольной не всюду постоянной функцией F (t, θ), зависящей от набора из m

функциональных параметров t(E) = (y1/A1
1(E), . . . , ym/Am

1 (E)) и одной функции

θ = x1 + i

n∑
α=2

nα(E)xα, (40)

являющейся функцией от координат x = {x1, . . . , xn} и произвольного единичного
вектора n(E) размерности n − 1. Общее решение уравнения (38) есть линейная
суперпозиция решений (39):

E =
∑
n(E)

Fn(y, θ(x,n(E))),

где сумма берется по всем возможным единичным векторам n(E) с произвольной
зависимостью от E .
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Этот результат без труда переносится на уравнения Даламбера произвольной раз-
мерности. Наиболее простой способ состоит в формальной замене x1 → ix1 коорди-
наты x1 на чисто мнимую координату ix1. В результате оператор Лапласа переходит
в оператор Даламбера, а функция θ(x,n(E)) оказывается чисто мнимой, что экви-
валентно ее вещественности.

Построенные общие решения, как отмечалось выше, фактически являются вари-
антом ривертонов [1]. Основным свойством ривертонов является то, что их изопо-
верхности представляют собой гиперплоскости в координатном пространстве. Этим
же свойством обладают и решения (39), которые при условии E = E0 = const при-
водят к уравнению гиперплоскости

θ = x1 + i

n∑
α=2

nα(E0)xα = const.

Эта гиперплоскость имеет размерность n− 2 в случае уравнения Лапласа, посколь-
ку в этом случае θ – комплексная функция, и имеет размерность n − 1 в случае
уравнения Даламбера, для которого θ – чисто мнимая или вещественная функция.
Отметим также, что зависимость от параметров y выглядит в решениях (39) несу-
щественной, но может играть определенную роль в проблеме устойчивости решений
краевых задач. Однако этот вопрос выходит за рамки настоящей работы.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе проведен анализ решений всех возможных автономных
квазилинейных систем уравнений первого порядка в произвольной конечной раз-
мерности координатного пространства. Для всех таких систем получен общий вид
интегралов, с помощью которых строятся в неявном виде точные многозначные ре-
шения этих систем. Установлена связь этих систем с обобщенными уравнениями
эйконала и специальными уравнениями гидродинамического типа, а также с нели-
нейными уравнениями второго порядка как гиперболического, так и эллиптическо-
го типов. На основе этой связи построены решения уравнений второго порядка
и проведен общий анализ их свойств. Для специальных случаев уравнений второго
порядка, таких как уравнения Лапласа и Даламбера произвольной конечной раз-
мерности, получен общий вид решений в форме суперпозиции частных решений,
которые в общем случае являются многозначными. Полученные решения содержат
произвольные функциональные параметры, количество которых определено соот-
ветствующим утверждением. Этот факт касается и линейных уравнений Лапласа,
и Даламбера.

На основе этих результатов в работе указан тип квазилинейной системы первого
порядка, который в точности соответствует решениям Пенроуза–Риндлера уравне-
ния Даламбера в размерности 3 + 1, и получено их обобщение. Это системы типа
QL(2,2) со специальной матрицей R. Для уравнений Лапласа и Даламбера свобод-
ные функциональные параметры для каждого частного решения являются коорди-
натами единичного вектора размерности n − 1, произвольным образом зависящего
от неизвестной функции. Общее решение представляет собой суперпозицию всех
таких частных решений с различной зависимостью единичных векторов от неиз-
вестной функции.
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Таким образом, решения уравнений Лапласа и Даламбера можно представить как
суперпозиции многозначных функций, которые по сути являются ривертонами, ис-
следованными в работе [1]. Фактически многозначность становится не уникальным,
а естественным свойством решений уравнений математической физики. Этот вы-
вод дает основания для реализации новых подходов к построению решений краевых
задач для некоторых часто встречающихся на практике уравнений теоретической
и математической физики [10].
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