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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Строится новое представление для уравнений 
типа Кортевега – де Вриза (КдВ). Предлагаемый подход позволяет получить 
универсальное представление Лакса для набора нелинейных уравнений в частных 
производных, для которых такое представление ранее не было известно. Материалы 
и методы. Построение представления Лакса для новых уравнений строится на основе 
редукции общего условия совместности двух нелинейных уравнений первого поряд-
ка с полиномиальной зависимостью от неизвестной функции. Результаты. Получена 
новая общая схема вычисления представлений Лакса в форме двух линейных опера-
торов первого порядка со спектральным параметром для множества интегрируемых с 
помощью метода обратной задачи уравнений в размерности 1 + 1. Вычислены беско-
нечные серии дифференциальных законов сохранения для этих уравнений и указан 
специальный тип преобразований Бэклунда для них. Выводы. Для целого класса 
уравнений типа КдВ существует общая форма представлений Лакса, позволяющая 
применять к ним метод обратной задачи.  
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Abstract. Background. In this work, a new representation is constructed for equations of 
the Korteweg – de Vries (KdV) type. The proposed approach allows to obtain a universal 
Lax representation for a set of nonlinear partial differential equations, for which such a rep-
resentation was not previously known. Materials and methods. The construction of the Lax 
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representation for the new equations is based on the reduction of the general compatibility 
condition for two nonlinear first-order equations with a polynomial dependence on the un-
known function. Results. A new general scheme for calculating the Lax representations in 
the form of two linear operators of the first order with a spectral parameter for the set of 1 + 
1 equations integrable using the inverse problem method is obtained in this work. Infinite 
series of differential conservation laws for these equations are calculated and a special type 
of Backlund transformations for them is indicated. Conclusions. For a whole class of equa-
tions of the KdV-type, there is a general form of Lax representations that allows the inverse 
problem method to be applied to them.  
Keywords: Lax representation, conditions for the compatibility of nonlinear first-order 
equations, conservation laws, Backlund transformations 
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Введение 
Одним из основных подходов к точному анализу нелинейных моделей 

волновых процессов в настоящее время является теория солитонов, которая 
опирается на метод обратной задачи (МОЗ) [1–4]. Ключевым элементном 
МОЗ является представление Лакса, т.е. представление уравнения в форме 
условия коммутативности пары линейных операторов, снабженных нетриви-
альным спектральным параметром. Трудность применения МОЗ на практике 
в первую очередь связана с тем, что не существует в настоящее время про-
стого способа отыскивать подходящее представление Лакса для любого 
наперед заданного уравнения физической задачи. Хотя в работах [5, 6] был 
предложен метод построения псевдопредставления Лакса – Захарова – Шаба-
та почти любого нелинейного уравнения в форме условия коммутативности 
пары линейных уравнений, его применение затрудняет нетривиальный поиск 
спектрального параметра, позволяющего применять МОЗ. Только для огра-
ниченной части уравнений это можно сделать простым образом. В связи с 
этим интерес представляют альтернативные способы представления исход-
ных уравнений в форме совместности не только линейных, но и каких-либо 
других типов уравнений. 

В данной работе рассматривается способ представления уравнений не-
линейной волновой динамики в форме условия совместности пары нелиней-
ных уравнений первого порядка по отдельным независимым переменным 
(координатам) относительно одной вспомогательной функции с переменны-
ми коэффициентами. Такой подход является, с одной стороны, развитием 
схемы метода функциональных подстановок [7, 8], а с другой – определен-
ным образом связан с методом преобразований Бэклунда [2–4]. Конечной це-
лью работы является получение относительно универсального способа по-
строения новых полезных для практики интегрируемых нелинейных моделей 
волновых процессов типа Кортевега – де Вриза (КдВ) и их точных решений. 
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1. Условия совместности системы  
нелинейных уравнений первого порядка 

Пусть ( ),T x t  – некоторая дифференцируемая по каждой из перемен-
ных вспомогательная функция. Рассмотрим условие того, что существуют та-
кие две функции ( ), ,u T x t  и ( ), ,v T x t , для которых совместна система из 
двух уравнений общего вида:  

 ( ) ( ), , , , ,x tT U T x t T V T x t= = .  (1) 

Условием совместности этой системы является уравнение  

 .t T x TU VU V UV+ = +   (2) 

Достаточно общим способом выбора функций ( ), ,U T x t  и ( ), ,V T x t  
является их представление в виде конечных полиномов по T :  

( ) ( )
0 0

, , , ,
n n

i i
i i

k k
U U x t T V V x t T

= =
= =   

где ( ),iU x t , ( ),iV x t  – некоторые вспомогательные функции.  
Подставляя эти соотношения в уравнение совместности и приравнивая 

нулю слагаемые при одинаковых степенях T , приходим к нелинейной систе-
ме из (2 1)n −  уравнений для (2 2)n +  относительно функций ( ), ,iU x t  

( ),iV x t . Таким образом, для произвольного конечного n  система уравнений 
(1) оказывается не полностью замкнутой и содержит при 1n >  три свободных 
функциональных параметра. Среди всех представлений с 1n >  выделяется 
случай 2n = . Такие представления встречаются в теории преобразований Бэк-
лунда уравнений типа КдВ [2–4]. Как это будет показано далее, все такие пред-
ставления эквивалентны универсальному представлению Лакса для множества 
нелинейных уравнений волнового типа, среди которых имеются и новые. 

Для 2n =  представление (1) запишем в следующей форме:  

( ) ( ) ( ) 2, , , , ,xT U T x t A x t B x t T kT= = + +  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2, , , , , .tT V T x t P x t Q x t T W x t T= = + +   (3) 

Будем предполагать, что коэффициент при 2T  в выражении для 
( ), ,U T x t  является некоторой постоянной. Этот упрощенный вариант позво-

ляет более наглядно продемонстрировать все основные этапы построения ин-
тегрируемых уравнений. Кроме этого, с помощью линейной замены функции 

( ) ( ), ,T T x t f x t→ +  без ограничения общности можно свести к случаю 
0B ≡ . Подставляя (3) в уравнения совместности (2) , приходим к трем нели-

нейным уравнениям:  

0, 0,x t xP A AQ W Qk− + = − =  

 2 2 0.xQ WA kP+ − =   (4) 
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 Из последних двух уравнений этой системы можно вычислить явно 
функции ( ),P x t  и ( ),Q x t :  

 ( )1 12 , ,
2 x xP Q WA Q W

k k
= + =   (5) 

и подставить их в первое. В результате получаем уравнение:  

 24 2 2 0,xxx x x tW kAW kWA k A+ + − =   (6) 

содержащее две неизвестных функции ( ),W x t  и ( ),A x t .  
Покажем, что уравнение (6) обладает представлением в форме комму-

тативности двух линейных операторов. 

2. Универсальное представленние Лакса для уравнений типа КдВ 
Заметим, что первое уравнение (3) представляет собой уравнение Рик-

кати, которое линеаризуется с помощью подстановки:  

 ( )ln ,1 .
Z x t

T
k x
∂

= −
∂

  (7) 

В результате для функции ( ),Z x t  имеем следующее уравнение:  

 
2

2 0.Z kAZ
x

∂ + =
∂

  (8) 

Преобразуем теперь второе уравнение (3) с помощью формальной за-
мены:  

 2.xA T kT= −   (9) 

 В результате находим:  

 ( )2
1 2 0.

2
xT kWT W

t xk
∂ ∂− + =
∂ ∂

  (10) 

 Используя подстановку (7), получаем дифференциальный закон сохра-
нения следующего вида:  

ln ln 1 0.
2 x

Z W Z W
x t k t k
∂ ∂ ∂ − + = ∂ ∂ ∂ 

 

Отсюда следует, что при условии совместности (3) функция Z  удовле-
творяет еще одному линейному уравнению:  

 ( )1 Λ ,
2t x x

WZ Z W Z t Z
k k

− + =   (11) 

где ( )Λ t  – произвольная дифференцируемая функция t . 
Поскольку уравнения (8) и (11) являются линейными относительно 

функции Ψ , им соответствуют линейные операторы:  
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2

2 ,kA
x
∂= +
∂

L   (12) 

 ( )1 2 Λ .
2 xW W t

t k x
∂ ∂ = − − − ∂ ∂ 

A   (13) 

 Прямыми вычислениями устанавливаем, что условие коммутативности 
по модулю оператора L  этих операторов  

 [ ], 2 ,xW
k

= −L A L   (14) 

эквивалентно уравнению (6) . 

3. Представления Лакса со спектральным параметром 
Для того чтобы имелась возможность воспользоваться МОЗ для по-

строения решений уравнения (6) , необходимо внести в структуру операторов 
L  и A  спектральный параметр такой, что сами уравнения, эквивалентные 
(6), его содержать не будут. Простейшим вариантом внесения спектрального 
параметра в структуру операторов L  и A  является использование постоян-
ной k  в качестве спектрального параметра. В этом случае, полагая 

( ) ( )22 / 4xA v v k= δ + +  и приравнивая по отдельности нулю слагаемые  

в уравнении (6) при различных степенях параметра k , приходим к системе из 
двух уравнений для функций ( ),v x t  и ( ),W x t . 

Общий подход к внесению спектрального параметра в структуру опе-
раторов L  и A  состоит в представлении функций A  и W  в виде полиномов 
конечного порядка N  по выбранному спектральному параметру с коэффици-
ентами, зависящими от ,x t :  

 ( ) ( )
0 0

, ,     , .
N N

k k
k k

k k
A A x t W W x t

= =
= λ = λ    (15) 

 Общее число коэффициентов в разложении функций по параметру λ  
равно ( )3 1N + . Общая же степень полинома по λ , соответствующая уравне-
нию совместности (6), равна (3 1)N + . Таким образом, при любом порядке 
полиномов число уравнений на коэффициенты полиномов, следующих из (6), 
будет на 2 меньше числа свободных коэффициентов разложения (15). 

Отметим, что представление с операторами (12) некоторых уравнений 
типа КдВ использовалось ранее, например, в [9]. В этой работе оно использо-
валось для построения деформации уравнения КдВ. Такое представление 
можно получить и для всех классических КдВ, включая высшие. Действи-
тельно, стандартное представление Лакса для уравнения КдВ  

 6 0t x xxxu uu u+ + =   (16) 

задается парой уравнений:  
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 0,      0,ψ = ψ =L A   (17) 

где операторы Лакса имеют следующий вид:  

 ( )
2

2
2 , ,u x t

x
∂= + − λ
∂

L   (18) 

 
3

34 6 3 ,xu u
t xx
∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂∂

A   (19) 

здесь λ  – спектральный параметр. Формально дифференцируя первое 
уравнение системы (17) по x , получаем:  

 2 .xxx x x xu uψ = ψ + ψ + λ ψ   (20) 

 Используя это соотношение, второе уравнение (17) приводим к виду, 
аналогичному (10):  

 ( )24 6 3 0,t x x x x xu u u uψ + ψ + ψ + λ ψ − ψ − ψ =  

которому соответствует оператор  

 ( )2
1 2 2 .xu u

t x
∂ ∂= + − λ −
∂ ∂

A  

Этот оператор по форме совпадает с оператором A  представления (12), 
(13). 

Согласно [10] оператор L  всех высших КдВ имеет тот же вид, что и 
для классического КдВ (18), а операторы nA  порядка (2 1)n +  можно 
представить в форме  

 
2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1
1

,
nn j j

n n n j jn j j
j

c c b b
t x x x

+ − −

+ − −
=

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
A   (21) 

здесь , 1, , ,jb j n= …  – функционалы от ( ),u x t . Вариант с 1n =  соответствует 
классическому КдВ c 1 4c = , а вариант 2n =  с 2 16c =  – обобщенному КдВ 
пятого порядка. Для 2n =  имеем:  

( )2
1 2

5 53 , .
16 4xb u u b u= − =  

При этом само уравнение примет вид  

 210 20 30 0.t xxxxx xxx x xx xu u uu u u u u+ + + + =   (22) 

Оператор 2A  будет иметь вид  

( )
5 2 3

2 1 2, 2, 2 1, 2,5 2 316 2 3 3 2xx x x xxxb b b b b b
t xx x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + + + +  ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
A . 
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Вычисляя теперь с помощью первого уравнения (18) производную 
пятого порядка от ψ , находим:  

 ( ) ( )2 2 4 23 2 4 .xxxxx xx x xxx xu u u u u uψ = + + λ + λ ψ + + + λ   (23) 

Используя (17), (20) и (23), находим, что оператор 2A  может быть 
представлен в следующей форме:  

( ) ( )2 1 0, , , , ,P x t P x t
t x
∂ ∂= + λ + λ
∂ ∂

A  

где  

( )2
0 2 2 3xxx xP u u u= − − λ + , 2 2 2

1 2 16 8 6 .xxP u u= + λ + λ +  

Таким образом, представление (12) с полиномиальными коэффициен-
тами нельзя назвать абсолютно новым. Однако такое представление является 
универсальным по форме для множества уравнений, включающее не только 
уравнение КдВ и его высшие обобщения, но и уравнения других типов. Как 
показывает пример с (22), операторы представления для высших КдВ поряд-
ка (2 1)n +  являются полиномами от λ  порядка 2n . Однако в данной работе 
мы рассмотрим разложения (15) в виде не более чем квадратичных функций 
от спектрального параметра. Примеры соответствующих разложений пред-
ставлены в табл. 1, где использованы обозначения:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, , 2 , Φ , / 2 Φ / 4 ,xR x t Q x t x t k kλ = −β − λ  

( ) ( ) ( )2 , , , , ,A x t x t m x tλ = η + λ  

( ) ( ) ( ) ( )2
3 , , , (2 ) / 4 ,xA x t u x t v v kλ = + + + λ  

( ) ( )2 2
4

1, , 2 3 2 .
4

A x t v u u
k

λ = − + λ − λ  

 
Таблица 1 

Список вариантов разложения (15) 
n  A  W  

1 ( ) ( )2 / 2xv sv kδ + −  ( ),w x t  

2 ( ) ( )2 2, ,u x t w x t−− λ  ( ) ( ) 2, ,v x t w x t+ λ  

3 ( )3 ,A x t  ( ),v x t− + λ  

4 ( )4 , ,A x t λ  2v u+ λ + λ  
5 ( )2/ ,h g x t+ λ ζ  ( )0 ,s x t+ λζ  

6 ( )0 / ,P k R x t+ λ  1
0 Φ( , )C x t −− λ  

7 ( ) ( ) 2, 2 ,u x t rv x t r− λ + λ  ( ),v x t + λ  
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Система из двух уравнений под номером 2 содержит одну произволь-
ную функцию. Выбором функций в этом представлении можно получить 
уравнения КдВ, обобщенное уравнение Гарри Дима и ряд новых интегрируе-
мых уравнений типа КдВ. В частности, если полагать ( )u F v= , где ( )F v  –
произвольная дифференцируемая функция, то первое уравнение системы 2 
(табл. 2) не будет содержать функции ( ),w x t  и примет следующий вид:  

( ) ( )( ) ( )22 ' 2 2 ' 0.xxx x tv kv vF v F u k F v v+ + − =  

 
Таблица 2 

Список уравнений, соответствующий табл. 1 
n  Уравнения 

1 
4 2 0,x t xtw svv vδ + − =  

( ) 22 2 0xxx xx x x xw wv swv w v sv w+ − − − = ; 

2 
( )( ) ( )3 2 2 22 2 4 4 0xxx x x x x tw w k uw u w ks vw v w s k w+ + + − + = , 

( ) 22 2 2 0xxx x x tv k uv u v k u+ + − = ; 

3 
2 2 0,t xx x xkv v vv ku+ + + =  

2( ) 0t x xxku uv u+ − = ; 

4 
26 3( ) 0t x x xxxku u u uv u+ − − =  

( )3( ) 0t x t x xxxkv u uv kuu vv v+ − − − =  

5 ( ) 3 3
04 4 0t x x xxxgk k s khζ − ζ + ζ ζ + ζ ζ =  

6 
( )

2
2 1

0 0 2Φ 2 / Φ Φtk C Q C
x x

−∂ ∂= +β
∂ ∂

 

3
1

, 0 0 32 Φ 2 Φ 0t x tkQ k C P
x x

− ∂ ∂− β + + =  ∂ ∂ 
 

7 
2 6 0x x xkrv rvv u− + =  

22 2 4 0t x x xxxk u kvu kuv v− − − =  
 
В случае 0

nF v s= +  имеем:  

( )( ) 2 1
02 2 2 2 0,n n

xxx x tv k n v s v k nv v−+ + + − =  

при выборе 2n = −  это уравнение переходит в уравнение Гарри Дима 
(уравнение 5 в табл. 2). В случае 0

vF e s= +  приходим к уравнению:  

( ) ( ) 2
04 2 2 2 0.v

xxx x x te v ks v k v v k v− + + + − =  

Уравнение 3 (табл. 2) является комбинацией уравнений типа Бюргерса 
и при ( ), 0u x t ≡  в точности переходит в это уравнение. Уравнения 4 (табл. 2) 
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являются аналогом пары уравнений типа мКдВ, но явно к ним не сводятся. 
Шестое и седьмое уравнения в табл. 2 являются новыми интегрируемыми 
уравнениями. 

С помощью табл. 1 однозначно восстанавливается структура обоих 
операторов представления Лакса соответствующих уравнений из табл. 2.  

4. Законы сохранения 
Все законы сохранения для каждого уравнения из табл. 2 могут быть 

получены из одного общего дифференциального закона сохранения (10) и 
разложения функции T  в ряд по обратным степеням спектрального парамет-
ра λ :  

 ( )
0

,, j
j

j N
T x t −

=−
= τ λ   (24) 

здесь 0N  – целое число, соответствующее максимальной степени полинома 
( ),A x t  по спектральному параметру λ . Подставляя это разложение в (10), 

получаем бесконечную цепочку нетривиальных законов сохранения:  

 0, , ,0,1,j jJ
j N

t x
∂τ ∂

= = − … …
∂ ∂

  (25) 

Коэффициенты jτ  разложения T  по 1−λ  являются сохраняющимися 
плотностями дифференциальных законов сохранения. Для их вычисления 
необходимо использовать соотношения, получающиеся после подстановки 
разложения (24) в уравнение для xT  системы (3). Функции ,jJ  

0 , ,0,1, ,j N= − … …  – токи, являются коэффициентами разложения функции 

( ) ( )22 / 2xJ kwT w k= +  в степенной ряд по λ . 

Для системы 2 из табл. 2 выражения для функций ( ),j x tτ  вычисляются 
с помощью рекуррентной системы соотношений:  

1

1 ,
1 0

1 , 1, ,
2

j

j j x i j i
i

k j
k

−

+ −
− =

 
 τ = τ − τ τ = …
 τ  

  

с начальными условиями:  

1 0, ,
2

xws
kwkw−τ = τ = −  ( )2

1 0, 0
1

1 .
2 x u k

k −
τ = τ − − τ

τ
 

При этом токи jJ  в законе сохранения будут иметь следующий вид:  

( )1
1 1 1J k v w−

− −= τ + τ , ( )1 2 1
0 0 1 (2 ) ,xJ k v w k u− −= τ + τ +   

( )1
1 , 1,2,j j jJ k v w j−
+= τ + τ = …  

Наличие бесконечной серии законов сохранения гарантирует, по край-
ней мере частичную, интегрируемость приведенных уравнений. Возможность 
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в явном виде эффективно строить их решения связана с решением обратной 
задачи для операторов представления Лакса. Для всех уравнений 2 из табл. 2 
операторы L  и A  имеют стандартный вид, совпадающий по форме с пред-
ставлением уравнения Гарри Дима ( 2

0)u v s−= + :  

 ( ) ( )
2

2 2
2 , , ,ku x t kw x t

x
−∂= + − λ

∂
L   (26) 

( )1 2 Λ
2 xW W t

t k x
∂ ∂ = − − − ∂ ∂ 

A . 

 Это гарантирует получение решений в форме N-квазисолитонов этих 
уравнений с помощью какого-либо варианта МОЗ. Однако некоторые функ-
циональные параметры этих квазисолитонов могут удовлетворять неинтегри-
руемым уравнениям так, что точный вид N-солитонов может быть найден 
лишь для их частных решений. Это означает лишь частичную интегрируе-
мость таких уравнений, что объясняет, почему почти все уравнения 2 для 
различных ( )u F v=  не входят в классификацию интегрируемых уравнений 
типа КдВ [11, 12]. Однако эти вопросы выходят за рамки данной работы. 

Для уравнения 6 из табл. 2 оператор представления Лакса L  имеет вид, 
отличный от (26), что приводит к несколько нестандартной схеме решения 
обратной задачи. Тем не менее это уравнение также имеет бесконечную се-
рию законов сохранения. Соответствующие соотношения для xT  имеют сле-
дующий вид:  

( )( )1 0
1Φ / , 2 1 Φ ,

2 Φ xk Q
k−τ = − τ = − β −  ( )2

1 0, 0 0
1 / ,
Φ x k P kτ = − τ − τ −  

 
2

1,
0 1

1
2 , 2,

Φ

j
j x

j j n j n
n

k j
k

−
−

− −
=

 τ
 τ = − + τ τ − τ τ = …
 
 

   (27) 

Соответствующий набор законов сохранения имеет вид (25) с 0 1N = −  
и токами:  

( )0
1 02 2 2 Φ Φ ,

Φ
x

CJ k
k

− = − τ −  0
1, 0,1,

Φj j
CJ j
k += − τ = …  

Аналогичные законы сохранения могут быть получены и для других 
уравнений из табл. 2. 

5. Преобразования Бэклунда  
Рассмотрим теперь преобразование ΘT → , оставляющее неизменной 

форму представления (3), имеющее вид  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , Θ , , , ,
.

Θ , , , ,
x t x t x t

T
x t x t

α λ λ +β λ
=

λ + γ λ
  (28) 

В результате такого точечного преобразования с произвольными тремя 
параметрами ( ) ( ) ( ), , , , ,x t x t x tα β γ  система (3) превращается в систему:  
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( ) ( ) ( ) 2
1 1 1Θ , , , , Θ , , Θ ,x A x t B x t K x t= λ + λ + λ  

 ( ) ( ) ( ) 2
1 1 1Θ , , , , Θ , , Θ .t P x t Q x t W x t= λ + λ + λ   (29) 

Если функция ( ), ,T x t λ  удовлетворяет уравнениям (3) для некоторых 
функций ( ), , ,A x t λ  ( ), ,W x t λ , то функция ( )Θ , ,x t λ  удовлетворяет (29). Коэф-
фициенты нового представления вычисляются прямой подстановкой (28) в (3). 

Введем обозначение:  

 ( ) ( ) ( ), , , , , , .D x t x t x t= α λ γ λ −β λ   (30) 

Тогда коэффициенты 1,A  1B  и 1W  нового представления можно 
записать в следующем виде:  

( )2
1

1 ,xK k A
D

= α + α −α  

1 2 ,xDA D k k
D

 = + γ γ − α + 
 

 1 2 2 ,xDB k k
D

= γ − α +   

 ( )( )2
1 2

1 2 2 .
2

xx x tW W k W k k k A W
k D

= + α − α + α +   (31) 

Для того чтобы коэффициенты 1A  и 1W  оставались полиномами по λ , а 

1K  – равной постоянной k , достаточно потребовать независимости ( ),D x t  

от λ  и выполнения условия: ( )( )1 ,xk A k−β = α − + α γ − α  которое эквива-

лентно условию: ( )1 ,K x t k= . Условие 1 0B =  выполняется, если потребовать: 

( )/ 2 .xD kDγ = α −  В результате имеем: ( )1 2 .xD k kU A U−= + −  Зависимость 

D  от λ  определяется зависимостью коэффициента A  исходного представ-
ления от того же параметра в соответствии с табл. 1. Если зависимость коэф-
фициентов 1A  и 1W  от λ  такая же, как и у коэффициентов A  и W , то соот-
ветствующее преобразование будет являться автопреобразованием Бэклунда. 
В частности, это условие выполняется для системы 7 из табл. 2. Учитывая, 
что в этом случае 2

xD km m= + + η , функции ( ),M x t  и ( ),E x t  нового пред-
ставления с ( )1 1, / 2A M E W M k= + λ = + λ  будут иметь следующий вид:  

,xDM m
kD

= +  

( )( )2 2 2
2

1 (2 3 ) 4 4 .
4

xx x x xE DD D kmDD kD km D m
kD

= − − − − −  

Очевидно, что данное преобразование можно повторять многократно. 
Если зависимость 1A  и 1W  от λ  будет отличаться от аналогичной 

зависимости A  и W  исходного представления, то новое представление будет 
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определять некоторый другой тип уравнений, а преобразование ΘT →  будет 
генерировать преобразование Бэклунда между исходной системой и новой.  
В частности, уравнение КдВ под номером 2 в табл. 2 преобразуется  
с помощью рационального преобразования ΘT →  в систему под номером 4. 
При этом:  

2
1

1 , 2 3 ,
2

xwu v sW su
wks

= = −   

1
1 ,

4
xxwW w
wks

= +  

где ( ),w x t  – решение уравнения КдВ (под номером 2 в табл. 2). 

Заключение 
В работе найдено новое универсальное представление нелинейных 

уравнений типа КдВ волновой динамики в форме условия совместности двух 
уравнений первого порядка с квадратичной нелинейностью, эквивалентное 
представлению Лакса. Представлен список примеров, интегрируемых с по-
мощью МОЗ уравнений, содержащий и новые уравнения типа КдВ. Пред-
ставлен общий вид законов сохранения для всех типов уравнений и для неко-
торых указан их явный вид. Для всех типов уравнений указана общая форма 
рационального преобразования вспомогательной функции, позволяющая по-
лучать преобразования Бэклунда этих уравнений. 
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