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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается задача о вычислении многознач-
ных решений одного из классов многомерных линейных уравнений параболического 
типа. Решения такого типа для уравнений теплопроводности в размерности d > 2 ра-
нее не были известны и представляют собой важный новый элемент общих свойств 
решений уравнений этого типа. Материалы и методы. Основным методом, который 
используется в работе, является метод ривертонов, связанный с решениями много-
мерных систем квазилинейных уравнений первого порядка специального вида. Раз-
витый ранее метод приспосабливается к задачам для уравнений теплопроводности, 
диффузии и других уравнений параболического типа. Результаты. Особое внимание 
уделяется двумерным и трехмерным уравнениям теплопроводности, для которых 
представлена полная процедура вывода решений. Для случая координатного про-
странства размерности большей 3 приведена общая схема построения многозначных 
решений. Выводы. Развитый подход демонстрирует наличие многозначных решений 
для уравнений теплопроводности в размерности координатного пространства 3 и 
выше, как и для уравнений гиперболического и эллиптического типов. Следователь-
но диффузионные процессы могут приводить к образованию разрывных структур  
в среде. 
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Abstract. Background. The article considers the problem of calculating multivalued solu-
tions of multidimensional linear parabolic equations. Solutions for this type of equations of 
heat conductivity in dimension d > 2 were not previously known and represent an important 
new element of the general properties of this type of equations’ solutions. Materials and 
methods. The main method used in this work is the riverton method, which is associated with 
solutions of multidimensional systems of first order quasilinear equations of a special form. 
The method is adapted to problems for the equations of heat conduction, diffusion, and other 
equations of parabolic type. Results. Special attention is paid to 2D and 3D equations of heat 
conduction, for which a complete procedure for deriving solutions is presented. For the case 
of a coordinate space of dimension greater than 3, a general scheme for constructing multi-
valued solutions is given. Conclusions. The developed approach demonstrates the presence of 
multivalued solutions for heat equations in the dimension of coordinate space 3 and higher, as 
well as for equations of hyperbolic and elliptic types. Consequently, diffusion processes can 
lead to the formation of discontinuous structures in the medium. 
Keywords: multivalued solutions of linear multidimensional parabolic equations, first or-
der quasilinear equations, rivertons 
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Введение 
В работах [1, 2] были найдены классы решений двумерных линейных 

уравнений параболического типа, представляющие собой многозначные 
функции, удовлетворяющие одновременно и квазилинейным уравнениям 
первого порядка. Для линейных параболических уравнений наличие много-
значных решений, в некотором смысле, представляется неожиданным, по-
скольку процессы диффузии и теплопереноса, описываемые этими уравнени-
ями, относятся к классу диссипативных процессов. Ранее считалось, что об-
разованию областей с многозначными функциями (концентраций или темпе-
ратуры), в которых возникают точки с бесконечными градиентами, должна 
препятствовать диффузионная диссипация. Однако найденные в [1, 2] много-
значные решения линейных параболических уравнений в координатной раз-
мерности 2d =  продемонстрировали обратное. В силу общности структуры 
параболических уравнений с вещественным и мнимым временем, многознач-
ные решения для 2d =  были перенесены и на случай квантовых систем,  
в частности квантового уравнения Шредингера для гармонического осцилля-
тора [1, 2]. 

Исходя из важности самого факта существования многозначных реше-
ний у параболических уравнений появилась необходимость найти аналогич-
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ные многозначные решения для них в размерности 2d > . Основная проблема 
состояла в том, что методы, используемые в [1, 2], были связаны принципи-
ально с комплексными координатами на двумерной плоскости и не могли 
быть перенесены на случай 2d > . Для решения этой задачи в данной работе 
предлагается метод ривертонов, развитый ранее в работах [3–5] для построе-
ния точных решений многозначных решений многомерных гиперболических 
и эллиптических уравнений, в том числе и линейных. 

Метод ривертонов основан на связи между многомерными квазилиней-
ными уравнениями первого порядка и уравнениями в частных производных 
второго порядка гиперболического и эллиптического типа. Основой этого 
подхода послужили решения специальных систем квазилинейных уравнений 
первого порядка, которые были названы ривертонами. В настоящей работе 
этот метод приспосабливается для поставленной задачи построения много-
значных решений многомерных параболических уравнений. Как и в [1], ре-
шения находятся в форме функций, зависящих от одного спектрального па-
раметра, координат и времени. Но, в отличие от [1], зависимость этих функ-
ций от координат и времени определяется теперь ривертонами, а решение по-
ставленной задачи к системе алгебраических уравнений – параметрами 
ривертонов. Эта система алгебраических уравнений на параметры ривертонов 
имеет своим аналогом систему уравнений теории эйконала [6–8]. После вы-
вода общей схемы вычислений в данной работе показывается, что подход, 
основанный на ривертонах, в случае 2d =  эквивалентен методу, использо-
ванному в [1, 2]. После этого вычисляются решения для случая 3d =  и ука-
зывается общая схема вычислений для 3d > . 

1. Задача о вычислении решений  
линейного параболического уравнения 

Рассмотрим d -мерные линейные параболические операторы следую-
щего вида:  

( )ˆ Δ,L D t
t

∂= −
∂

 

где D  – комплексная функция переменной t ; Δ  – d -мерный оператор 
Лапласа:  

2

2
1

Δ ,
n

xαα=

∂=
∂

  

заданный на пространстве nR  с координатами , 1, ,x dα α = … .  
Рассмотрим задачу вычисления решений уравнений следующего вида:  

 ( )Ψ , 0,ˆ ΨL U x t− =   (1) 

где ( ),U x t  – некоторая заданная функция, вообще говоря, комплексная. 
Значения функции ( )D t  определяют область использования таких 

операторов в теоретической и математической физике. Например, в случае 
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вещественности ( )D t  оператор 1̂L  является диффузионным, а в случае чисто 

мнимого постоянного его значения оператор L̂  является частью оператора 
Шредингера. В общем случае комплексных значений D  оператор L̂  
встречается в нелинейной оптике. 

Рассмотрим действие оператора L̂  на функции ( )Ψ ,x t  следующего 
общего вида:  

 ( ) ( ) ( ), ,Ψ , ; ,x t x tx t eθ +λφλ =   (2) 

где ( ),x tθ  и ( ),x tφ  – две вспомогательные функции, которые далее будем 
называть фазовыми; λ  – некоторый формальный спектральный параметр. 
Подобное представление волновых функций используется в методе Вентцеля – 
Крамерса – Бриллюэна (ВКБ) и теории квазиклассического приближения 
квантовой теории [9, 10]. Однако задачей данной работы будет анализ таких 
ситуаций, когда функции (2) будут не приближенными, а именно точными 
решениями линейных уравнений параболического типа. 

Имеем:  

( ) ( )( )ˆ ˆΨ ˆ, 2 ,L L D L D= θ − ∇θ ∇θ + λ φ − ∇θ ∇φ +  

 ( ) ( )2[ , Ψ , ; Ψ.D U x t−λ ∇φ ∇φ = λ   (3) 

 Здесь и далее вводится скалярное произведение вида  

( )
1

, .
d f hf h

x xα αα=

∂ ∂∇ ∇ =
∂ ∂  

Рассмотрим задачу о вычислении таких функций ( ),x tθ  и ( ),x tφ , для 
которых функция ( ), ;U x t λ  в правой части последнего равенства не зависит 
от λ . Поскольку правая часть (3) ( ), ;U x t λ  является квадратичной функцией 
λ , условием выполнения этого требования являются два следующих 
соотношения:  

 ( ) ( )2 , 0, , 0ˆ .L D Dφ − ∇θ ∇φ = ∇φ ∇φ =   (4) 

Первое из этих уравнений является аналогом уравнения переноса  
в приближении геометрической оптики для гиперболических уравнений,  
а второе – аналогом уравнения эйконала [7]. При выполнении этих условий 
имеем  

 ( ) ( ), Δ , .tU x t D D= θ − θ − ∇θ ∇θ   (5) 

Дальнейшей задачей данной работы будет явное вычисление вида 
функций ( ),x tθ  и ( ),x tφ , связанного с ними потенциала ( ),U x t  и анализ 

соответствующих свойств собственных функций оператора Ŝ . 
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2. Ривертоны 
Для построения решений воспользуемся результатами работ [3, 4]. 
Утверждение 1. Пусть ( ) ( ) ( )( )1 2, , , dA a a a= φ φ … φ  – вообще говоря, 

комплексная вектор-функция, заданная на dR  и зависящая только от ком-
плексной функции ( ),x tφ . Тогда функция ( ),x tφ , удовлетворяющая системе 
квазилинейных уравнений первого порядка:  

 ( ) Φ , 1, , ,A d
tx

αα
∂φ ∂= φ α = …

∂∂
  (6) 

может быть вычислена из решения алгебраического уравнения 

 ( )( )( ), , 0H A xφ τ + φ =   (7) 

с произвольной дифференцируемой функцией ( ),H φ ξ .  
Здесь и далее введены обозначения:  

( ) ( ) 2

1 1
, , ,  ( ) .

d d
A x A x A A Aα

α α
α= α=

= =   

Функции ( ),xφ τ , удовлетворяющие системе (6), называются далее 
ривертонами. 

Утверждение 2. В случае выполнения условия 

 ( ) ( )( ) 2

1
,  ( ) 0

d
A A Aα

α=
φ φ ≡ =   (8) 

функция ( ),xφ τ  является решением d -мерных уравнений Лапласа и 
уравнения эйконала:  

 ( )Δ 0, , 0.φ = ∇φ ∇φ =   (9) 

 Подробные доказательства содержится в работах [3, 4]. 
Заметим, это будет полезно для дальнейших вычислений, что решение 

(7) можно записать в следующей эквивалентной форме:  

 ( )( ) ( ), ,t A x h+ φ = φ   (10) 

где ( )h φ  – некоторая функция φ , определяющаяся начальными условиями. 

3. Решения параболических уравнений и ривертоны 
Поскольку второе соотношение системы условий (4) в точности совпа-

дает со вторым уравнением системы (9), естественно выбирать функцию 
( ),x tφ  среди ривертонов, т.е. решений системы квазилинейных уравнений (6) 

с вектор-функцией ( )A φ , удовлетворяющей условию (8). В этом случае пер-



University proceedings. Volga region. Physics and mathematics sciences. 2021;2 

 95

вое уравнение системы (4) с учетом вида оператора в L̂  примет вид линейно-
го уравнения первого порядка относительно функции θ :  

 ( )2 , 0.t Dφ − ∇θ ∇φ =   (11) 

Поскольку φ  теперь по определению удовлетворяет (6), последнее 
уравнение при условии tφ = 0  сводится к линейному уравнению первого 
порядка для θ :  

 ( )( )2 , 1.D A∇θ φ =   (12) 

Будем искать решения уравнения (12) относительно ( ),x tθ  в следую-
щем виде:  

 ( ) ( ) ( )
3

, 1

1 ,  , ,
2

Q B x R x x
D

α β
αβ

α β=

 
 θ = φ + + φ
 
 

   (13) 

где вектор-функция ( ),B tφ , функция ( ),Q tφ  и симметричная матричная 
функция ( ),R tφ  с компонентами R Rαβ βα=  являются функциями φ  и t . При 
таком выборе θ  имеем  

 ( ) ( ) ( )
1 1

2 2  ' ' ' .
d d

D B R x B x Q R x x
x x

β β γ β
α αβ β γβα α

β= β=

 ∂θ ∂φ = φ + + φ + φ +
 ∂ ∂ 

    (14) 

 Здесь и далее:  

, .B BB B
t

∂ ∂′= =
∂φ ∂

  

Подставляя эти соотношения в (12), а также учитывая 
( )( ) ( ), , , 0tA t A Aφ ∇φ = φ = , приходим к следующему соотношению: 

 ( )
, 1

1 , 2 0.
d

B A R A xβ
αβ α

α β=
− + =   (15) 

Учитывая (10), находим, что последнее соотношение не будет явно 
содержать координаты xα , если выполнено условие 

( )
1

, , 1, , ,
d

R A t A dαβ α β
α=

= μ φ β = …  

т.е. A  является собственным вектором матрицы R . В этом случае условие 
(15) эквивалентно следующему алгебраическому уравнению:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 1 2 , .A B t t h tφ φ = + μ φ φ −   (16) 

При этом нет ограничений на выбор ( ),Q tφ . 
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Используя подстановку (13), вычислим теперь явный вид потенциала 
( ),U x t . Используя (14), находим последовательно отдельные слагаемые  

в (5):  

( ) ( )1 1, , ,
2 2tB x Q R x x B x Q R x x

t D D
α β α β

αβ αβ
αβ αβ

   ∂θ    ′ ′ ′= + + φ + + +
   ∂
   

    

( ) ( )
3 3

2
, 1 , , 1

1, , 4 4  
4

B B R B x R R x x
D

β β γ
αβ α αβ αγ

α β= α β γ=

 
 ∇θ ∇θ = + + +
 
 

   

( ) ( )2
1 , , ,

2
tB A B x Q R x x

D
α β

αβ
αβ

 
 ′ ′ ′+ φ + +
 
 

  

( )
3 3

1 , 1

1Δ , 2 2 .t tB A R R A x
D

β
αα αβ α

α= α β=

 
 ′ ′θ = φ + + φ
 
 

   

Подставляя эти соотношения в формулу для потенциала (5) и учитывая 
(16), находим:  

( ) ( )
3 3 3

1 , 1 , , 1

1, 2 , 2 2
4

U x t R B B R B x R R x x
D

β β γ
αα αβ α αβ αγ

α= α β= α β γ=

 
 = − − + + +
 
 

    

 ( ) ( )
3

1

1 , , 2 .
2 tB x Q R x x B A R A x

D
α β β

αβ αβ α
αβ αβ=

   
   ′ ′+ + + − + φ
   
   

     (17) 

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Утверждение 3. Для любого комплексного значения параметра λ  

функция ( )Ψ , ;x t λ   

( ) ( ) ( )( ),Ψ , ; exp , , / 2x tx t e B t x Dλφ 
λ = φ +



 

 ( ) ( )
3

, 1
, / 2 , / 2R t x x D Q t Dα β

αβ
α β=


+ φ + φ



   (18) 

является решением параболического уравнения (1) с потенциалом (17), не 
зависящим от λ  при выполнении условий: 

1) функция φ  является ривертоном (т.е. является решением системы (6)); 
2) θ  имеет вид (13) c произвольной функцией ( ),Q tφ ; 
3) вектор-функции ( )A φ , ( ),B tφ  и матричная функция ( ),R tφ  

удовлетворяют алгебраическим уравнениям:  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 0, , , 1 2 , ,A A A B t t h tφ φ = φ φ = + μ φ φ −  

 ( ), .RA t A= μ φ   (19) 

Замечание. Среди всех потенциалов (17) при выполнении условий 
утверждения 3 существуют потенциалы, которые не зависят от выбора 
ривертона ( ),x tφ  при конкретном выборе A , B  и R  как функций φ  и t . 
Если такой потенциал найден, то решения (18) уравнения (1) будут 
многозначными, поскольку сами эти решения будут зависеть от 
многозначной функции ривертона ( ),x tφ . Для размерности 2d =  это было 
доказано в работах [1, 2]. 

4. Вычисление потенциала для 2=d  

Общий вид потенциала (17) может допускать несколько вариантов сво-
его функционального вида. Особый интерес представляют ситуации, когда 
функция ( ),U x t  является вещественной функцией координат и времени или 
постоянной величиной. В работах [1, 2] для случая 2d =  были найдены такие 
условия с помощью средств, отличных от теории ривертонов. Покажем, что 
этот же результат можно получить и в рамках рассматриваемого подхода. 

Представим вектор-функции ( )A φ  и ( )B φ  в следующем общем виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x y x yA a e b e B u t e v t e= φ + φ = φ + φ   (20) 

где xe  и ye  – орты декартовой системы координат в 2R . Уравнения для 
ривертонов (6) в этом случае можно записать так:  

( ) ( ), .x t y ta iaφ = φ φ φ = φ φ  

Переходя к комплексным координатам, находим:  

( ) ( ) ( )*
1 1, 0.
2 2z x y t x yzi a iφ = φ − φ = φ φ φ = φ + φ =  

Таким образом, ривертоны в данном случае являются функциями z  и 
t . В чаcтности, соотношение (10) полезно записать в такой форме:  

 
( ) ( )( )1 .z h t

a
= φ −

φ
  (21) 

Используя (20), условие (8) можно свести к одному соотношению:  

 2 2 0,a b+ =   (22) 

откуда следует  

 ( ).b ia= φ   (23) 

В этом случае условие (16) принимает такой вид:  

 ( ) ( )1 .a u iv h t+ = + μ −   (24) 
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Следовательно:  

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1, 1 , .u iv t t h t
a

= − φ + + μ φ φ −
φ

 

Отсюда, в частности, находим:  

( ) ( )( ) ,1
x y x y xB ue ve iv e ie h t e

a
= + = − + + μ − − μ     

и далее 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1, , , .B x iv t x iy iv t z h t x
a

= − φ + = − φ + μ − − μ    

Последнее соотношение в (16) сводится к двум соотношениям на 
компоненты матрицы R :  

( ) ( ) ( ) ( )11 12 22 12, , , , , .R t iR t R t iR t= μ φ − φ = μ φ + φ  

В результате матрицу R  можно представить в таком виде:  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,
,

, , ,
t iP t P t

R
P t t iP t

μ φ − φ φ 
=  φ μ φ + φ 

  (25) 

где ( )12 ,P R t= φ  – произвольная функция φ  и t . Отсюда:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 , 2 , 2 ,
,

2 , , 2 ,
t iP t P t

R t
P t t iP t

μ φ − φ φ 
= μ φ  φ μ φ + φ 

 

и { } ( )11 22 2 ,Sp R R R t= + = μ φ . Кроме этого, имеем 

( )( )( )( )
3

, 1

1 1 ,R B x h t x iPz
a

β
αβ α

α β=
= + μ φ − μ −  

( )
3 3

2 2 2

, 1 , 1
, ,R A x a z R x x x y iPzβ β

αβ α αβ α
α β= α β=

′ ′= μ = + μ −   

( ) ( )( )
3 3

2 2 2
2

1 2, (1 ) 1 ,ivB A a z B B u v h t h t
aa

α α α α
α α

′ ′= μ = + = + μ − − + μ −   

где z x iy= + . 
Проделанные вычисления позволяют потенциал ( ),U x t  записать  

в следующем виде:  

 ( ) ( )( )2 2 2 *
1

1, .U U t x y z
D Da

μ= φ + μ − μ + −   (26) 

 Выражение для функции ( )1 ,U tφ  достаточно громоздко и приводить 
его здесь не имеет смысла. Важно, что эта функция содержит произвольные 
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функции ( ),Q tφ  и ( ),P tφ , которые можно использовать для придания ей 
нужного вида. В частности, эти функции можно подобрать таким образом:  

( ) ( )
*

1 0*, ,U t z U t
Da
μφ = − +  

где ( )0U t  – вещественная функция. Полагая теперь произвольную функцию 

( ),tμ φ  вещественной функцией только t , приводим потенциал ( ), ,U x y t   
к вещественной функции, не зависящей от выбора ривертонов ( ),z tφ . Этот 
результат повторяет в несколько ином виде результат, полученный ранее  
в работах [1, 2]. Таким образом, метод ривертонов в двумерном случае дает 
тот же результат, который ранее был получен другим способом. 

5. Алгебраические условия для произвольного d  

Рассмотрим первоначально совместное решение (22) и (24) в случае 
произвольной размерности 1d > . Представим вектор-функции ( )A φ  и ( )B φ  
в следующем виде:  

 ( ) ( )
1 1

, ,
d d

A a e B b eα α α α
α= α=

= φ = φ    (27) 

где ( )aα φ  и ( )bα φ  – компоненты этих вектор-функций в декартовой системе 
координат с ортами , 1, ,e dα α = … . Введем следующие обозначения:  

 ( ) ( )
1 1

2

1 1
, , / , 1, , 1.

d d

d d dP a S b n n a P d
− −

α α α α α
α= α=

φ = φ = = α = … −    (28) 

Тогда соотношения (19) можно переписать так:  

 ( ) ( )( )( )1, 1 , ,d d d d
d

a i P b i S t h t
P

 
= δ = δ − − μ φ φ − 

 
  (29) 

 ( )
1

1
, 1, , .

d

dR i R a d
−

α αβ αβ β
β=

= δ − μδ α = …   (30) 

Здесь 1δ = ± , а Rαβ  – элементы матрицы R . Отсюда следует, что при 
заданном произвольно выборе первых ( 1)d −  компонентов вектор-функций A , 
B  и строк матрицы R  компоненты da  и db  находятся однозначно с точно-
стью до выбора знака (параметр δ ). При этом вычисления потенциала ( ),U x t  
для 2d >  в соответствии с (17) оказываются очень громоздкими за исключе-
нием случая, когда этот потенциал является постоянной величиной: 

( ), Λ constU x t = = . В этом случае уравнение (1) примет вид d -мерного клас-
сического линейного параболического уравнения с постоянными коэффициен-
тами:  
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 ( ) ( )Ψ , ; ΛΨ , ; .L̂ x t x tλ = λ   (31) 

Согласно замечанию, сделанному в разд. 4, соответствующие решения 
(18) будут многозначными. 

6. Решения в случае ( ), = =Λ constU x t  

Упрощение анализа свойств решений (18) для случая 
( ), Λ constU x t = =  состоит в том, что можно без ограничения общности 

полагать 0R =  и 0μ = . В этом случае система (19) упрощается и сводится к 
системе из двух алгебраических уравнений: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 0, , , 1.A A A B tφ φ = φ φ =   (32) 

При этом условие ( ), Λ constU x t = =  сводится к двум дополнительным 
алгебраическим уравнениям на компоненты вектор-функций A  и B :  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , Λ, ' , , 0B B t B t Aφ φ = φ φ =   (33) 

при произвольной функции ( )Q φ .  
Общее число компонентов векторов ( )A φ  и ( )B φ  в d -мерном 

пространстве равно 2d . Поэтому эта система имеет нетривиальные решения 
при 1d > . Следовательно, справедливо следующее 

Утверждение 4. При выполнении условий (33) и (32) уравнение (31) 
имеет решения (18), которые являются многозначными в силу многознач-
ности ривертонов ( ),x tφ . 

В заключение приведем основные соотношения, позволяющие 
вычислять в явном виде компоненты вектор-функций A  и B  как функций φ , 
исходя из системы соотношений (33) и (32). Это позволит при необходимости 
строить конкретные решения для ривертонов и решений уравнения (31)  
в явном виде. Для этого воспользуемся соотношениями (29), учитывая 
обозначения (28). В результате для компонентов da  и db  имеем  

 ( ) ( )1, ,d d d d da i P b i S P−= δ φ = δ −   (34) 

что, по сути, является перезаписью соотношений (29) в новых обозначениях. 
Уравнения (33) теперь можно записать в таком виде:  

 ( ) ( )
1 122 1 1

1 1
Λ ,  . .

d d

d d d d
db S P b n S P
d

− −
− −

α α α
α= α=

= + − = −
φ    (35) 

Эти два уравнения и будут определять вид компонентов вектор-
функций A  и B . 

6.1. Размерность 3=d  

В частности, для 3d =  имеем:  

 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3Λ , ,b b K a a P+ = + + =   (36) 
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( ) ( )1 1 2 2 1 2', cos , sin ,b n b n K n n′ ′+ = = θ = θ  

где 1
3 3K S P−= − , ( )ξ = ξ φ  и ( )θ = θ φ  – произвольные функции φ . В резуль-

тате находим:  

( ) ( )1 2 3cos , sin , ,b M b M b i K= ξ = ξ = δ  

 ( ) ( )1 3 2 3 3 3cos , sin , ,a P a P a i P= θ = θ = δ   (37) 

где ( )2ΛM K= + φ  и ( )ξ = ξ φ  – еще одна произвольная функция φ . При 

этом ( )cosS M= ξ − θ . Последнее уравнение, которое необходимо 
удовлетворить, приводится теперь к такому виду:  

( ) ( )cos ) sin .M M K′ ′ ′ξ − θ + ξ ξ − θ =  

Полагая ( )K K= φ  и ( )ξ = ξ φ  заданными функциями φ , решение 
последнего уравнения можно записать в виде 

 
2 2 2

arccos , .K M
MM M

 ′ ′  θ = ξ − χ − χ =  ′  ξ ′ ′+ ξ 
  (38) 

В этом случае также находим  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1
3 ( cos Λ) .P M M −= φ ξ φ − θ φ ± φ +   (39) 

Теперь соотношения (37) вместе с (38) и (39) дают полное решение 
систем (32) и (33) для вектор-функций A  и B  в случае 3d =  при двух 
произвольных функциях K  и ξ . Задавая эти функции, находим вид ( )A φ , 
что позволяет построить все возможные ривертоны ( ), , ,x y z tφ  как неявно 
заданные с помощью (7) (или (10) ) функции (при произвольной ( )h ζ ):  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3cos sin .h t P x y P i z φ = + φ θ φ + θ φ + φ δ    (40) 

После этого многозначные решения уравнения (31) строятся  
в соответствии с (18) и имеют такой вид:  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )(,Ψ , ; exp cos sin / 2x tx t e M x y Dλφ  λ = φ ξ φ + ξ φ +   

 ( ) ( )( ) )/ 2 .K i z Q D+ φ δ + φ   (41) 

Каждому листу многозначного решения уравнения (40) относительно 
φ  будет соответствовать свой лист решения (41) . Таким образом, классиче-
ское уравнение диффузии (1) в размерности 3d =  с постоянными коэффици-
ентами ( ( ), Λ constU x t = = ) имеет богатый набор многозначных решений 
(41), которые являются сингулярными. 
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6.2. Размерность 3>d  

Решения в случае 3d >  строятся по схеме, аналогичной 3d = . Отличие 
состоит только в том, что компоненты ka  и kb  вектор-функций A  и B   
с номерами 3, , 1k d= … −  будут произвольными функциями. Соотношения 
(36) в этом случае можно переписать так:  

 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2Λ , , ' ' ' ,d d d d db b K T a a R b n b n K N+ = + − + = + = −   (42) 

где 
1 1 1

1 2 2 2 2

3 3 3
, , ,  . .

d d d

d d d d d d dK S P T b N b n R P a
− − −

−
α α α α

α= α= α=
= − = = = −    

Полагая заданными функции dK , dT , dN , можно найти ,dP  dS  и 
компоненты 1 2 1 2,, ,a a b b  вектор-функций A  и B . После этого строится 
решение для φ  и решение для ( )Ψ , ;x t λ  уравнения (31). 

Заключение 
В работе построена схема вычисления решений многомерных парабо-

лических уравнений, часть из которых обладает свойством многозначности 
подобно решениям, найденным в работах [1, 2] для размерности 2d = . По-
строенные решения зависят от одного спектрального параметра, что дает 
возможность строить их суперпозиции и, следовательно, применять для ре-
шения граничных задач. В тех случаях, когда уравнения допускают много-
значные решения, зависящие от одного спектрального параметра, они обра-
зуют множества решений, порожденных множеством ривертонов, являющих-
ся решениями системы квазилинейных уравнений первого порядка. В дву-
мерном случае аналогичное свойство связано с многозначностью решений 
квазилинейного комплексного уравнения Хопфа, которое можно рассматри-
вать как вариант двумерной системы уравнений для ривертонов, что и было 
продемонстрировано в данной работе. 

Основным результатом данной работы является вывод решений много-
мерных линейных уравнений параболического типа, представляющих собой 
многозначные функции, вместе с общей схемой их построения. Предложен-
ный подход отличается от классической схемы разделения переменных и свя-
зан с использованием для построения решений квазилинейных уравнений 
первого порядка специального вида. Общим следствием этого результата яв-
ляется утверждение, что свойство многозначности решений, исследованное 
ранее для многомерных линейных (и нелинейных) уравнений гиперболиче-
ского и эллиптического типов в работах [3, 4], переносится и на многомерные 
линейные уравнения параболического типа. Предложенный метод дает новый 
инструмент для исследования различных эффектов в задачах теплопроводно-
сти, диффузии и квантовой теории. Хотя в размерности 3d >  многозначные 
решения были получены для ограниченного класса параболических уравне-
ний, в частности для уравнений с постоянными коэффициентами, тем не ме-
нее можно предполагать, что такие решения присущи для всего множества 
многомерных параболических уравнений. Однако доказательства этого пред-
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положения требуют других способов построения решений в более общих си-
туациях, что выходит за рамки данной работы. 
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