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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Предложена расширенная модель динамического 
равновесия звезд, учитывающая неоднородный химический состав вещества, а также 
дополнительных факторов, связанных с осцилляциями теплового потока и скрытой 
массы («темной материи»). Материалы и методы. Для вывода и анализа уравнений 
динамического равновесия звезд используется метод гидродинамических маркеров 
или лагранжевых переменных, дополненный новым описанием классического поля 
тяготения с помощью маркерных полей, а также новыми параметрами, характеризу-
ющими эффект скрытой массы или темной материи. Для описания тепловых свойств 
среды используется предположение о квазиадиабатичности процессов в звездах.  
Результаты. Проанализированы уравнения распределения температуры, учитываю-
щие неоднородный химический состав и их численные решения на примере модели 
Солнца. Вычислены решения, соответствующие распределению скорости зонального 
потока для параметров Солнца, и проведен анализ этих решений. Выявлены общие 
критерии устойчивости зонального потока. Из условия устойчивости получены оцен-
ки эффекта типа скрытой массы, который проявляется только в структуре зонального 
потока. Выведены соотношения для ускорения свободного падения, учитывающие 
указанные дополнительные факторы, например массивность частиц среды. Получены 
обобщенные уравнения динамического равновесия среды. Выводы. Предложенная 
модель объясняет на качественном уровне основные характеристики распределения 
температуры в Солнце и ее короне, включая максимум температуры порядка 2 ∙ 106 К 
при минимуме в фотосфере примерно 4800 К. Модель указывает на существенную 
роль новых параметров поля тяготения и теплового потока в формировании распре-
деления зонального потока (вращения) звезд.  
Ключевые слова: динамическое равновесие, строение звезд, нелинейные осцилля-
ции, дифференциальное вращение, распределение температуры в Солнце и ее короне, 
темная материя 
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Abstract. Background. The research proposes an extended model of the dynamic equilibri-
um of stars, taking into account the inhomogeneous chemical composition of matter, as 
well as additional factors associated with oscillations of heat flow and hidden mass (“dark 
matter”). Materials and methods. To derive and analyze the equations of dynamic equilib-
rium of stars, the method of hydrodynamic markers or Lagrangian variables is used, sup-
plemented by a new description of the classical gravitational field using marker fields, as 
well as new parameters characterizing the effect of hidden mass or dark matter. To describe 
the thermal properties of the medium, the assumption of quasi-a-diabatic processes in stars 
is used. Results. Temperature distribution equations that take into account the inhomogene-
ous chemical composition and their numerical solutions are analyzed using the model of the 
Sun as an example. Solutions corresponding to the distribution of zonal flow velocity for 
solar parameters have been calculated, and an analysis of these solutions has been carried 
out. General criteria for the stability of the zonal flow are obtained. From the stability con-
dition, estimates of the latent mass type effect, which manifests itself only in the structure 
of the zonal flow, are obtained. Relations for the acceleration of free fall are derived, taking 
into account the indicated additional factors, for example, the massiveness of the particles 
of the medium. Generalized equations of dynamic equilibrium of the medium are obtained. 
Conclusions. The proposed model explains at a qualitative level the main characteristics of 
the temperature distribution in the Sun and its corona, including a temperature maximum of 
the order of 2 ∙ 106 [K] with a minimum in the photosphere of approximately 4800 [K]. The 
model indicates the significant role of new parameters of the gravitational field and heat 
flow in the formation of the distribution of the zonal flow (rotation) of stars. 
Keywords: dynamic equilibrium, stellar structure, nonlinear oscillations, differential rota-
tion, temperature distribution in the Sun and its corona, dark matter 
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Введение 
В работе [1] была представлена модель динамического равновесия аст-

рофизических объектов с ее приложением к описанию нелинейных осцилля-
ций звезд, в том числе к построению модели осцилляций Солнца. В работе [2] 
эта модель была дополнена и уточнена включением в нее химически неодно-
родной среды и дополнительными факторами осцилляции теплового потока  
и поля тяготения. Основой модели служат два исходных положения, являю-
щиеся следствием переноса некоторых общих идей из новой теории про-
странства и материи [3–8] на модели строения и эволюции звезд в рамках 
классической теории тяготения. Первое положение связано со специальным 
разделением напряженности поля тяготения на две составляющие. Одна со-
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ставляющая определяется маркерами или лагранжевыми переменными сре-
ды, а вторая представляет собой векторное поле, компенсирующее вихревую 
компоненту первой составляющей. Наиболее важным достижением пред-
ставленной модели является вывод о том, что в условиях динамического рав-
новесия в устойчивом состоянии звезды совершают пульсации, период и ам-
плитуда которых зависят от начальной энергии, полученной в момент пере-
хода к динамическому равновесию. Построенная модель позволила подо-
брать свободные параметры модели, связанные с эффективным показателем 
адиабаты и параметром зонального потока таким образом, что период осцил-
ляций Солнца оказался равен примерно 11 годам, а минимум температуры в 
фотосфере при этом оказался равным примерно 4500 К. Тем не менее, как 
показано в данной работе, этот результат не может дать прямое объяснение 
11-летнему циклу солнечной активности, поскольку приводит к неверным 
выводам относительно распределения массы Солнца в пространстве. В силу 
этого развитая модель требует изменений в выводе некоторых базовых соот-
ношений, что и является основной целью данной работы. 

С точки зрения пространственного распределения плотности вещества 
модель динамического равновесия позволяет описать непрерывные измене-
ния плотности внутри звезды и ее окрестности, не прибегая к необходимости 
требовать обращения ее в ноль на поверхности звезды. Последнее требование 
является стандартным условием для определения радиуса звезды в большин-
стве моделей их статического равновесия [9–11], начиная от моделей звезд-
ных политроп Лейна – Эмдена (LEM) [12, 13]. Из наблюдательных данных 
для Солнца радиус звезды определяется как радиальное расстояние от центра 
звезды до первого минимума температуры. Этот минимум, располагающийся 
в фотосфере Солнца, имеет температуру порядка 4800 К. В соответствии  
с этим модель динамического равновесия в точности повторяет определение 
радиуса звезды как минимума температуры в фотосфере, который является 
неотъемлемым атрибутом этой модели. Кроме этого, модель описывает про-
странственные затухающие в асимптотике осцилляции температуры вблизи 
некоторой фиксированной ее величины, связанной с новым по отношению  
к статическим моделям звезд параметром динамического равновесия. Про-
странственные осцилляции температуры означают, что за минимумом в фо-
тосфере обязательно следует ее максимум, который, по крайней мере на ка-
чественном уровне, объясняет наблюдаемый в короне Солнца максимум тем-
пературы порядка 62 10 К⋅ . Наличие такого максимума модели статического 
равновесия не объясняют. 

Вместе с тем, как указывалось в [1, 2], исходная модель имеет три 
проблемы. Первая из них была связана с обращением локальной угловой ско-
рости зонального потока на оси вращения в бесконечность. Вторая проблема 
состояла в том, что на больших расстояниях от звезды в условиях динамиче-
ского равновесия средняя плотность среды асимптотически стремится к не-
которой постоянной величине, которая связана с периодом осцилляции звез-
ды. Чем меньше средняя асимптотическая плотность среды, тем больше  
период осцилляций. Поэтому при разумных периодах осцилляций асимпто-
тическая плотность среды оказывается намного больше средней плотности 
межзвездного газа и пыли. Эта проблема связана с тем, что динамическое 
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равновесие достигается в пределе, когда плотность среды на больших рассто-
яниях от звезды будет равна асимптотической модельной плотности. Такое 
динамическое равновесие можно назвать абсолютным, но не статическим, 
поскольку при этом звезда будет совершать радиально-зональные осцилля-
ции вблизи положения равновесия. Поэтому в реальности звезды, в том числе 
и Солнце, с точки зрения рассматриваемой модели находятся в постоянном 
переходном режиме к абсолютному динамическому равновесию. Наблюдае-
мый звездный ветер, в том числе солнечный, как раз и является элементом 
перехода звезд к абсолютному равновесию. 

Первая проблема была решена в работе [2] с помощью более точного 
описания компонентов теплового потока в звездах, которое дополнительно 
расширило возможности описания пульсаций светимости звезд, находящихся 
в динамическом равновесии. Для решения второй и третьей проблем необхо-
дима существенная модификация модели динамического равновесия за пре-
делами максимума температуры в короне Солнца, что требует отдельного 
объемного анализа и поэтому будет обсуждаться в данной работе лишь в об-
щих чертах. Первой основной задачей данной работы будет вывод формулы 
для массы звезд и ее связи с периодом их осцилляций, что дает дополнитель-
ную информацию для построения модели динамического равновесия, вклю-
чающую солнечный ветер. Второй основной задачей работы является более 
точное описание зонального потока, учитывающее дополнительные парамет-
ры гравитационного поля, введенные в работе [2].  

1. Уравнения динамики среды в представлении маркеров 
Система уравнений, описывающая осцилляции звезд в режиме динами-

ческого равновесия, которая рассматривалась в работах [1, 2, 14], имеет стан-
дартный вид:   

2 1 ,t r z r r
vu uu wu p
r

+ + − = − − φ
ρ

 

 1 ,t r z z zw uw ww p+ + = − − φ
ρ

  (1) 

0,t r z
uvv uv wv
r

+ + + =  

 ( ) ( )1 0,t ru w
r r z
∂ ∂ρ + ρ + ρ =
∂ ∂

  (2) 

 ( )1 4 ,r zr G
r r z
∂ ∂φ + φ = π ρ
∂ ∂

  (3) 

  ( ),p p s= ρ ,  (4) 

здесь ( ) ( ) ( ), , ,  , , ,  , ,u r z t v r z t w r z t  – компоненты вектора скорости ( ), ,u v w=v  
в цилиндрической системе координат , ,r z ϕ . При построении модели пред-
полагается наличие цилиндрической симметрии, т.е. отсутствие зависимости 
параметров среды от азимутального угла ϕ ; ( ), ,p r z t  – давление газа; 
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( ), ,r z tρ  – плотность массы; ( ), ,r z tφ  – потенциал поля тяготения; G  – по-
стоянная тяготения Ньютона; t  – время. Уравнение (4) является уравнением 
состояния газа, где ( ), ,s r z t  – локальная энтропия газа. Наличие компоненты 
скорости ( ), ,v r z t  потока в зональном направлении эквивалентно дифферен-
циальному вращению структуры вокруг вертикальной оси z . 

Решение этих уравнений находится с помощью метода маркеров (ла-
гранжевых переменных). Как показано в [1, 2, 14], плотность среды может 
быть представлена через маркеры в случае цилиндрической симметрии зада-
чи следующим образом:  

 ( ) ( ) 1, , ,   ,M N r z t N r J−ρ = =e   (5) 

где ( )M e  – функция маркеров ( )1 2,e e=e , имеющая размерность массы  

и смысл средней массивности маркеров; ( ), ,N N r z t=  – концентрация мар-
керов, в определение которой входит Якобиан1. Тождество2 в цилиндриче-
ской системе координат при условии цилиндрической симметрии можно за-
писать так:  

 ( ) ( )1 0,ru w
t r r z
∂ ∂ ∂ρ + ρ + ρ =
∂ ∂ ∂

  (6) 

где ρ  определяется соотношением (5). Это тождество при произвольной 

дифференцируемой функции ( )1 2,M e e  представляет собой классическое 

уравнение неразрывности или дифференциальный закон сохранения массы. 
Для зональной составляющей гидродинамического потока v  из третье-

го уравнения системы (1), если его записать в такой форме:  

 ( ) ( ) 0,d rv u w rv
dt t r z

∂ ∂ ∂ = + + = ∂ ∂ ∂ 
  (7) 

следует, что функция ( ), ,L rv r z t=  является произвольной дифференцируе-
мой функцией маркеров. В результате имеем  

 ( )1 2, / .v L e e r=   (8) 

Еще одним важным элементом метода маркеров, который был исполь-
зован в [1, 2, 14], является представление напряженности поля тяготения 

( )1 2,g g=g  в следующей форме (см. приложение):  

 1 1 1 0
0

Γ ΨΓ Ξ ,g r J K
r r z

−∂φ ∂= − = − −
∂ ∂

 2 1 2 0
0

Γ ΨΓ Ξ ,g r J K
z r r

−∂φ ∂= − = − +
∂ ∂

 (9) 

где введены обозначения:  
 

1 Приведен в приложении, уравнение (87). 
2 См. тождество (88) в приложении. 
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0 0Γ 2 ,GM= π  

а также 

 
2

1
,  1,2.b

b
b

xK e
e

α
α

=

∂= α =
∂

   (10) 

Функции ( )Ξ ,te  и ( )Ψ , ,r z t  – некоторые дифференцируемые функции. 
Множитель 0M  является постоянной с размерностью массы. Поле Ψg   
с компонентами 

1 10 0
Ψ Ψ

Γ ΓΨ Ψ,   g g
r z r r
∂ ∂= − =
∂ ∂

 

компенсирует вихревую составляющую первой компоненты поля Ξg :  

 1
Ξ 0Ξ ,   Γ .K K r J−= = −g g g K   (11) 

Как показано в [2] (см. приложение), поле g  удовлетворяет обобщен-
ному уравнению Пуассона:   

 ( )1 21div 4 ,g rg g GD
r r z
∂ ∂= + = − π ρ
∂ ∂

  (12) 

где  

( ) ( )1 20
1 2

ln Ξ ln ΞΞ 2
2
MD e e
M e e

 ∂ ∂ 
= + + = 

∂ ∂ 
 

 
( ) ( )1 20 ln Ξ ln ΞΞ 2 .

2
M K K
M r z

 ∂ ∂ 
= + + ∂ ∂ 

  (13) 

В случае, если ( ) 1M =e  и Ξ 1= , уравнение (12) переходит в классиче-
ское уравнение Пуассона с 1D = . В общем случае множитель D  описывает 
появление в системе эффекта скрытой массы в форме эффективной плотно-
сти среды:  

eff Dρ = ρ  

или «пятой силы» в форме эффективной «постоянной» тяготения effG GD= . 
Для того чтобы в (12) появился эффект темной материи при Ξ 1= , необходи-
мо, чтобы значение массивности частиц среды отличалось от постоянной ве-
личины. Далее будет показано, что в случае среды, содержащей несколько 
химических элементов, например водород и гелий, функция массивности бу-
дет определяться распределением этих химических элементов в простран-
стве. Появление функции Ξ  является обобщением, которое является след-
ствием необходимости введения такой функции при описании кривой враще-
ния пылевых дисковых структур [15]. Роль этой функции будет определена 
далее. 
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2. Тепловой режим звезд 
Как и в [1, 2], в рамках рассматриваемой модели предполагается, что 

среда является идеальным газом. Тепловые процессы, сопровождающие эво-
люцию звезды, считаются квазиадиабатическими, при которых энтропия удо-
влетворяет (см. [1, 2]) уравнению переноса следующего вида:  

( )ln ,v
s s s du w c t
t r z dt
∂ ∂ ∂+ + = σ
∂ ∂ ∂

 

где vc  – молярная теплоемкость при постоянном объеме; ( )tσ  – функция, 
характеризующая изменение энтропии за счет общего теплового потока с по-
верхности звезды. Решением этого уравнения является функция:  

 ( ) ( )( )ln ,vs c t S e= σ   (14) 

где ( ),S ξ ζ  – некоторая функция маркеров, называемая коэффициентом эн-
тропии. В результате давление и температура в среде с учетом теплового по-
тока описываются уравнениями:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,    ,
g

A t
p S e T t S eγ γ−σ
= ρ = σ ρ

μ
  (15) 

где γ  – показатель адиабаты; A  – универсальная газовая постоянная;  

gμ  – молярная масса газа. 
В отличие от [1], но в соответствии [2], будем предполагать, что веще-

ство звезды может состоять из частиц различного сорта. В классической тео-
рии звезд наличие частиц различных типов учитывается в первую очередь за-
висимостью молярной массы полностью ионизированного газа от массовых 
долей частиц с различными значениями атомного веса и заряда ядра [9, 10]. 
Электронейтральная полностью ионизированная плазма (газ) содержит ядра 
химических элементов, заряженные положительно, которые составляют ос-
новную массу вещества, и электроны, вклад в массу которых незначителен, 
но заряд которых нейтрализует заряд ядер. Поэтому средняя масса одной ча-
стицы в малом объеме вещества меняется и за счет различной массивности 
ядер различных химических элементов, и за счет заряда их ядра. Несколько 
упрощенная формула для молярной массы электронейтральной плазмы имеет 
вид [9, 10]:  

 H

H He
,

2 3 / 4 / 2g
Zn n n

μμ =
+ +

  (16) 

где Hμ  – молярная масса атомарного водорода, H He,  ,  Zn n n  – массовые доли 

водорода H,  гелия 4He  и более тяжелых элементов соответственно. 
В описание плотности массы среды (5) входит функция массивности 

частиц ( )M e , которая может быть связана с молярной массой вещества, со-
стоящего из частиц различного вида. Пусть в объеме V  содержится pN  ча-
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стиц различных типов. Средняя концентрация частиц в объеме равна 
/pn N V= , а плотность вещества может быть записана в такой форме:  

 ,mnρ =   (17) 

где m  – средняя масса одной частицы в объеме. Учитывая, что концентрация 
частиц n  пропорциональна концентрации маркеров ( ), ,N r z t  с некоторым 
безразмерным множителем 0n   

( )0 , , ,n n N r z t=  

можем записать:  

 0 .mn Nρ =   (18) 

Множитель 0n  имеет смысл количества частиц, имеющих один и тот 
же маркер в единице объема. Сравнивая соотношение (18) с (5), устанавлива-
ем, что среднюю массу частицы в объеме V  можно представить в следую-
щем виде:  

 
0

,Mm
n

=   (19) 

а из (17) теперь следует 

 0 .nn
m M
ρ= = ρ   (20) 

 Заметим, что уравнение идеального газа теперь можно записать так:  

,
a

np AT
N

=  

где aN  – число Авогадро; A  – универсальная газовая постоянная.  
Подставляя n  из (20), находим:  

0 ,
a

np A T
MN

= ρ  

отсюда получаем  

0
.a

g
N M
n

μ =  

Для функции массивности частиц среды можно получить следующее 
соотношение:  

 ( ) H 0
0 0,    ,

a

nM M e M
N
μ

= ℵ =   (21) 

где  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
H He(2 3 / 4 / 2) ,Ze n e n e n e −ℵ = + +  
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а массовые доли элементов ( ) ( ) ( )H He,  ,  Zn e n e n e  – в общем случае теперь 
функции маркеров. Учитывая, что  

H ,p am Nμ =  

где pm  – масса протона, находим  

 0 0.pM m n=   (22) 

 Формулы для плотности и давления можно переписать в такой форме:  

 0
H

1,       .M N p A Tρ = ℵ = ρ
μ ℵ

  (23) 

Последнее соотношение для  ρ  и соотношение (21) позволяют указать 
на некоторые важные особенности темной материи в той форме, как она по-
является в соотношении (12). В самом простом варианте, когда Ξ 1= , функ-
ция D  принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )H He2 3 / 4 / 2ZD n e n e n e= + + . 

Отсюда следует, что в случае, если в среде превалируют легкие элемен-
ты, т.е. ( ) ( )He 0,  0Zn e n e  , то 1D >  и плотность массы Dρ  в уравнении 
Пуассона оказывается большей, чем реальная масса вещества:  Dρ >ρ . Если 
же вещество в основном состоит из тяжелых элементов, т.е. ( )H 0n e  , то 
плотность Dρ  будет давать обратный эффект:  Dρ <ρ . Это наблюдение мо-
жет оказаться очень существенным при описании явлений в массивных звез-
дах, особенно на последних стадиях эволюции, когда вещество звезды со-
держит много тяжелых элементов, как это имеет место в случае химически 
пекулярных звезд. 

Полученные в предыдущих разделах результаты теперь указывают, что 
все параметры среды, за исключением компонентов скорости u  и w , выра-
жаются через маркерные поля с помощью тех или иных следствий уравнений 
переноса среды и тождеств, связанных с маркерами. 

3. Динамическое равновесие среды 
Следующим шагом в выводе уравнений динамики среды является вве-

дение понятия динамического равновесия [1, 2]. Под динамическим равнове-
сием понимается состояние среды или системы, при котором они эволюцио-
нируют со временем таким образом, что их внутренняя структура остается 
самоподобной. Для описания такой динамики вводят автомодельные пере-
менные. Для рассматриваемой задачи автомодельные переменные [1, 2] име-
ют такой вид:  

( ) ( )/ ,   / ,r a t z a tξ = ζ =  

а компоненты радиальных составляющих скорости потока имеют вид, анало-
гичный потоку Хаббла:  
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 ,  .u a w a= ξ = ζ    (24) 

Соответственно, ускорение Эйлера для такого потока имеет простой вид:  

 ,   .du dw
dt t

a a
d

= ξ = ζ    (25) 

Уравнения переноса маркеров имеют общее решение:  

( ), ,a ae E= ξ ζ  

т.е. маркеры являются функциями только автомодельных переменных. Отсю-
да следует, что все функции, зависящие от маркеров, можно рассматривать 
как функции автомодельных переменных. 

Переходя к автомодельным переменным в выражениях для параметров 
среды и поля, получаем:  

 ( )0
3 , ,

( )
M R

a t
ρ = ξ ζ   (26) 

где 

 ( ) ( ) 1 1

2 2

,
, ,    det .

E EJ
R J

E E

ξ ζ

ξ ζ

ξ ζ
=ℵ ξ ζ =

ξ
  (27) 

Функцию ( ),R ξ ζ  в дальнейшем будем называть коэффициентом плот-
ности. Аналогично скорость зонального потока можно представить в таком 
виде:  

 ( ) ( ) ( )1 1, , , .v a t V V L− −= ξ ζ = ξ ξ ζ   (28) 

Функцию V  будем называть коэффициентом зональной скорости. 
Для замыкания системы уравнений для неопределенной заранее функ-

ции ( ),S ξ ζ  в данной работе, как и в [1, 2], используется соотношение  

  0 ,S S Rδ=   (29) 

где δ  – некоторая постоянная, которая оценивается из сопоставления резуль-
татов моделирования с реальными данными. Постоянная 0S  является произ-
вольным параметром, поскольку входит в выражение (14) в виде дополни-
тельного множителя. Это позволяет в дальнейшем использовать этот произ-
вол для фиксирования параметров уравнения распределения температуры.  
В этом случае выражения для давления и температуры примут вид  

 ( ) ( ) ( ) 13 111 3 1
H 0 00 0, .eff effp A t S M a R T t S M a Rγ γ −− γ−γ γ−− − γ −= μ σ ℵ = σ   (30) 

Здесь введено обозначение: effγ = γ + δ , а величину 

 ( ) 1, effT T Rγ −= ξ ζ =   (31) 

будем называть коэффициентом температуры. 
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Соотношение (29) является достаточно грубым приближением, сводя-
щим рассматриваемую задачу к некоторому варианту теории звездных по-
литроп Лейна – Эмдена, но учитывающему наличие потока тепла в звезде.  
В реальности для ( )S e  необходимо решать отдельное уравнение переноса 
тепла в звездах с учетом ядерного источника энергии и непрозрачности само-
го вещества звезды. Вместе с тем учет этих факторов важен в основном для 
описания внутренней структуры звезд. Поскольку целью настоящей работы 
является описание распределения массы и особенностей поведения зонально-
го потока во всей окрестности звезды, то оценка энтропии (29) может рас-
сматриваться как первое полезное приближение. Такое приближение позво-
ляет сделать ряд важных качественных выводов относительно распределения 
температуры и зонального потока, а также роли параметров тепловых про-
цессов в звездах без излишней сложности. Включение уравнения переноса 
тепла, ядерного источника и звездного ветра следует рассматривать как мо-
дель следующего уровня сложности. 

4. Уравнения динамического равновесия 
Выражения для компонентов эйлерова ускорения (25) позволяют те-

перь построить решения двух последних непроинтегрированных уравнений. 
Это первые два уравнения системы (1), которые c учетом (29) теперь можно 
привести к такому виду:  

( ) ( ) ( )
2

0
1 13 2 2

, Π Γ Ξ Ψ ,
V t

F K
a a a

a ζ
ξ ζ

ξ − = − − +
ξ ξ

  

 ( ) ( )0
2 22 2

Π Γ Ξ Ψ ,
t

F K
a

a
a

ξζ = − − −
ξ

   (32) 

здесь 

 ( ) ( ) 11 3 4
H 0 0Π t A t S M aγ−− − γ+= μ σ .  (33) 

Кроме этого, 1F  и 2F  – компоненты векторного поля в автомодельных 
переменных:  

 enTF T= ∇ + ∇
ℵ ℵ


,  (34) 

также введены обозначения (см. приложение):   

 ( ) ( ) 1, ,   1,2,  .
1eK a t J K nα αξ ζ = α = =

γ + δ −
  (35) 

Заметим также, что векторное поле K


 с компонентами ( )1 2,K K K=


 
удовлетворяет тождеству (см. выражение (90) в приложении). 

5. Разделение переменных 
В уравнениях (32) и (33) имеются неопределенные пока функции 

( ), ,R ξ ζ  ( ), ,V ξ  ( )Ψ , ,tξ ζ  и ( )tσ . Поскольку рассматривается автомодельная 
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задача, то вид этих функций должен соответствовать условиям разделения 
переменных. Для получения условий разделения переменных представим 
функции Ψ  и Ξ  в общем виде:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
0 1 0

,
Ψ Ψ , Ψ , ,  Ξ Ξ , 1 ,Ga

a t
a t

−  ξ ζ
= ξ ζ + ξ ζ = ξ ζ +  

 
  (36) 

где ( ) ( ) ( )0 1 0Ψ , ,  Ψ , ,  Ξ ,ξ ζ ξ ζ ξ ζ  и ( ),Ga ξ ζ  – некоторые вспомогательные 
функции. Функция ( ),Ga ξ ζ  имеет размерность длины. 

Для функции ( )Π t  для возможности разделения переменных является 
формальное представление:  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 01 / ,    Π Π 1 / ,T Tt a a t t a a tσ = σ + = +  

 ( ) 11 3 4
0 0

H
const,   Π ,T

A t
a M aγ− − γ+σ

= =
μ

  (37) 

где функция ( )1 tσ  определяется из условия разделения переменных, а посто-
янная Ta  имеет размерность длины. Безразмерный параметр /Ta aθ =  ха-
рактеризует свойства потока тепла в звезде и его изменения при изменении 
масштабного фактора. Его значение для кривой блеска пульсирующих звезд 
описано в [2]. Потребуем теперь выполнения следующего условия:  

( )0
0

0

Π
const.

Γ
t

Q= =  

В результате подстановки соотношений (36) и (37) в (32) приходим  
к условиям разделения переменных для пространственного распределения 
зонального потока:  

( )1 2 2
0 0 1 0 1Γ Ξ Ψ ,G TV a K a Q F f−

ζ= + + ξ + ξ  

 ( )0 2 0 2Ξ Ψ 0G Ta K a Q F fξ− + ξ + ζξ = ,  (38) 

и для распределения плотности среды вместе с компонентами вектора  
1K  и 2K :  

 2 1
0 1 0 0,Λ Ξ Ψ 0,Q F K ζξ + ξ + + =    

 2
0 2 0 0,Λ Ξ Ψ 0.Q F K ξζξ + ξ + − =   (39) 

Условием разделения переменных по времени будет уравнение 

 3 2 ,a
a a
μ ν= +   (40) 

где 0Γ Λν = , 0Γ fμ = ; f  и Λ  – параметры разделения переменных.  
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Уравнение (40) описывает эволюцию масштабного фактора ( )a t  в за-
висимости от параметров разделения ,  μ ν  и от начальных условий. Далее это 
уравнение будем называть уравнением осцилляций в зависимости от типа 
начальных условий. 

Уравнения (38) и (39) следует рассматривать как уравнения относи-
тельно маркеров 1 2,  E E , а также относительно функций 0 1Ψ ,  Ψ  и V . Число 
уравнений меньше числа неизвестных, поэтому одна из функций должна 
определяться начальными условиями в момент перехода системы в режим 
динамического равновесия. В реальности нет необходимости отыскивать все 
неизвестные. Достаточно вычислить функции ( ),V ξ ζ  и ( ),R ξ ζ , чтобы опре-
делить важные с точки зрения сравнения с экспериментом характеристики 
наблюдаемой структуры звезд. Для этого из (38) и (39) можно исключить 
функции 0 1Ψ ,  Ψ , вычисляя дивергенцию от каждой пары этих уравнений.  
В результате такой процедуры и некоторых преобразований для вычисления 
V  и R  получаем следующие два уравнения:  

 ( ) ( )
2

1 1
0 0 0

1Γ 3 div d Ξ ,T G
V f a Q F iv a K− −∂ = + + ξ

ξ ∂ξ
 

  (41) 

 ( ) ( )1
0 02 d div Ξ 0,Q iv F K−λ + + ξ =

 
  (42) 

здесь введено обозначение:  

( ) ( ) ( )1 2
1div ,F F F∂ ∂= ξ +
ξ ∂ξ ∂ζ


 

а оператор div  вычисляется в автомодельных переменных цилиндрической 
системы координат. 

Параметр 3Λ / 2λ =  называется (см. [1, 2]) параметром динамическо-
го равновесия. Комбинируя уравнения (41) и (42), первое из этих уравнений 
удобно привести к следующему виду:  

 ( )
2

1

0

1 3 2 div ΞT a
V f a K−∂ = + λ + ξ

γ ξ ∂ξ


.  (43) 

здесь введено обозначение: ( ) 0Ξ Ξa G Ta a= − , в соответствии с (90): 

( ) ( )1 10
0div Ξ 2 ,   div Ξ 2 ,a

a
D DK R K R− −ξ = ξ =
ℵ ℵ

 
 

где 

1 20 0 0 0
0

Ξ Ξ lnΞ lnΞ ,
2

RRD K K∂ ∂ = + + ℵ ℵ ξ ∂ξ ∂ζ 
 

 1 2Ξ Ξ lnΞ lnΞ
2

a a a a
a

RRD K K∂ ∂ = + + ℵ ℵ ξ ∂ξ ∂ζ 
.  (44) 
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Функции 0D  и aD  являются функциями маркеров и описывают допол-
нительные свойства эффекта «темной материи». Поэтому их можно рассмат-
ривать как независимые функциональные параметры модели, вместо 0Ξ  и 
Ξa . Используя эти соотношения, уравнения (41) и (42) можно записать в сле-
дующем виде:  

 
2

0

1 3 2 2 ,a
T

DV f a R∂ = + λ +
γ ξ ∂ξ ℵ

  (45) 

 ( )0 0div 0.
2

Q DF Rλ + + =
ℵ


  (46) 

Учитывая, что в выражение для ( )0Π t  входит произвольный пока 
множитель 0,S  параметр разделения переменных 0 / 2Q  можно без ограни-
чения общности положить равным 1.  

Физический смысл полученных уравнений состоит в том, что первое из 
этих уравнений описывает пространственное распределение зональной ско-
рости, а второе – распределение температуры и плотности. 

Исключим теперь из уравнений (45) и (46) слагаемые, содержащие 
1

0Ξ K  и 2
0Ξ K , используя для этого (39), приходим после несложных преоб-

разований (см. приложение) к уравнению 

 [ ]0 0 0
0 0 0

0

lnΞ lnΞ Ξ1 1Ξ div Ψ ,Ξ ,
3 Ξ

F R N
 ∂ ∂ λ − λ ξ + ζ + + =  ∂ξ ∂ζ ℵ   


  (47) 

где  

[ ] 0 0
0 0 0, 0,

lnΞ lnΞ1Ψ ,Ξ Ψ Ψ .
2

F ζ ξ
∂ ∂ = − ξ ∂ξ ∂ζ 

 

Аналогичную форму можно получить и для уравнения (45). 
Уравнения (45) и (47) являются наиболее общим вариантом модели, 

допускающей разделение переменных в условиях динамического равновесия 
и предположении о форме компонентов поля Kg  (11). Однако в эти уравне-
ния входят функции 0Ξ ,   Ga  и 0Ψ , функциональная форма которых не опре-
делена известными физическими законами. Поэтому далее имеет смысл рас-
сматривать лишь некоторые упрощенные варианты модели, которые дали бы 
новую информацию о свойствах указанных функций на основе сравнения ре-
зультатов вычислений в рамках модели с реальными данными. В первую оче-
редь упрощение моделей сводится к условию [ ]0 0Ψ ,Ξ 0,F =  которое выпол-
няется при общем требовании:  

( )0 0Ψ Ξ ,U=  

где ( )0ΞU  – произвольная дифференцируемая функция одного аргумента. 
Это условие означает, что вихревая составляющая поля Ξg  либо отсутствует, 
либо является функцией от 0Ξ . 
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Следующий тип упрощений сводится к выбору 0Ξ 1=  и const.Ga =   
В этом случае уравнение для T  можно записать в такой форме:  

 ( )1 div 0.enT F−λ +ℵ + =


  (48) 

 Необходимость в обобщенной модели с 0Ξ const≠  и const,Ga ≠  как 
уже отмечалось, связана с необходимостью использовать такие предположе-
ния при построении моделей пылевых дисков типа галактик [15]. Функции 

0Ξ  и Ga  являются основными факторами при описании эффекта скрытой 
массы или темной материи в структуре галактик. Поскольку для отдельных 
звезд эффект темной материи явно не обнаруживается в наблюдательных 
данных, то предположение 0Ξ 1=  и constGa =  можно считать вполне адек-
ватным современным данным для звезд. 

В качестве альтернативной гипотезы можно предположить, что 0Ξ =ℵ . 
Это согласуется, c одной стороны, с общей концепцией, изложенной кратко  
в [15], а с другой – позволяет представить составляющую напряженности 
гравитационного поля Ξg  в такой форме:  

( ) ( )( )Ξ 0Γ 1 , / .Ga a t= − + ξ ζ ρg K  

Следовательно, в выражение (11) теперь входит именно плотность мас-
сы среды ρ , а не концентрация маркеров N . Однако такая гипотеза требует 
более детальной проверки. Выведены соотношения для ускорения свободно-
го падения, учитывающие указанные дополнительные факторы, например 
массивность частиц среды. Получены обобщенные уравнения динамического 
равновесия среды. 

6. Модифицированное уравнение Лейна – Эмдена 
Уравнение (46) при переходе к сферическому приближению (подробнее 

смотрите [1]) принимает вид модифицированного уравнения Лейна – Эмдена 
(mLEM), которое в случае 0Ξ 1=  можно записать в форме 

 1 2
2

1 0,enT F− ∂  λ +ℵ + χ = ∂χχ
  (49) 

здесь  

en T TF ∂ ∂= +
ℵ ∂χ ∂χℵ

, 

введено обозначение 

 2 2 2 2 / .r z aχ = ξ + ζ = +   (50) 

Величина χ  – это безразмерный радиус сферической системы коор-
динат.  

Заметим, что в случае однородной по химическому составу звезды ве-
личина  ℵ  всюду постоянна: constℵ= . Например, для звезды, содержащей 
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только водород 1 / 2ℵ= . В этом случае уравнение (49) принимает вид урав-
нения из работы [1] после замен λℵ→λ  и ( )1 1en + → . Поскольку λ  – па-
раметр разделения переменных, то его значение определяется подбором  
по принципу соответствия распределения температуры определенным крите-
риям. Поэтому указанное преобразование не влияет на результаты, получен-
ные в [1]. 

Граничными условиями для этого уравнения являются следующие со-
отношения:   

 ( ) ( )0 1,   0 0.T F= =   (51) 

 В отличие от классического уравнения Лейна – Эмдена [9, 10], произ-
водная от температуры (и плотности) по радиусу не обращается в ноль в цен-
тре, если не обращается в ноль производная от N . Исходя из граничного 
условия (51), можно переписать соотношения для температуры и плотности 
среды. В силу (51) ( )0 1R = , что дает:  

( )
( )

( ) ( ) ( )3 110
030, ,   0,Mt T t t M a

a t
− γ−γ−ρ = = σ . 

В результате плотность на любом расстоянии от центра можно пред-
ставить таким образом:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, ,   , 0, .r t t R T r t T t Tρ = ρ χ = χ   (52) 

7. Пространственное распределение массивности 
C учетом сделанных замечаний относительно массы звезд в динамиче-

ском равновесии необходимо пересмотреть выбор параметров модели, кото-
рые были сделаны в [1] при ее сопоставлении реальным данным для Солнца. 
Кроме этого, в отличие от модели, построенной и исследованной в [1], в дан-
ной работе следует учесть массивность частиц среды, т.е. некоторые общие 
сведения относительно функции ( ), .ℵ ξ ζ  Согласно современным оценкам 
вещество Солнца в фотосфере состоит в основном из водорода и гелия с мас-
совыми долями:  

4H He0,75,   0,25,   0,01.Zn n n <   

О распределении этих величин внутри Солнца абсолютно надежных 
данных нет. Однако можно предположить, что концентрация гелия в цен-
тральных областях Солнца, где идут ядерные реакции синтеза гелия, выше, 
чем в фотосфере Солнца, но ненамного больше, чем ( )4He 0 0,25.n   По-

скольку эта величина точно неизвестна, то ( )4He 0n  можно рассматривать как 

свободный параметр модели со значением в диапазоне ( ) [ ]4He 0 0,25;  0,35 .n ∈  

В солнечном ветре содержание гелия 4He  падает до 4He 0,04n   со-

гласно стандартной модели. Обозначим через ( )40 He 0n n=  концентрацию 
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гелия в центре Солнца. Тогда можно ожидать, что функция ( )ℵ χ  будет 
иметь вид функции, представленной на графике (1). Такую функцию можно 
представить в следующем виде:   

 ( )( )( )01 tanh .q r r n∞ℵ= α − − +   (53) 

На больших расстояниях от центра величина ℵ  должна стремиться  
к величине 1 / 2 , что соответствует чисто водородной плазме в солнечном 
ветре 4He 0n = . Отсюда находим 1/ 2n∞ = . Полагая, что 0r  есть радиус фото-
сферы, т.е. радиус Солнца, находим, что в фотосфере  

( )0 1 / 2,r n∞ℵ = α + = α +  

Отсюда получаем: ( )0 1 / 2rα =ℵ − . Параметр q  можно теперь оценить, исхо-
дя из значения ( )0ℵ  в центре звезды. Имеем:  

( ) ( )( )00 1 tanh ,qr n∞ℵ = α + +  

отсюда  

( ) ( )
( )0

0

0 1/ 2
tanh 1

1/ 2
qr

r
ℵ −

= − = β
ℵ −

, 

или  

0

1 1ln .
2 1

q
r

 +β=  −β 
 

График ( )ℵ χ  как функции нормированной на радиус фотосферы коор-
динаты / fr r  представлен на рис. 1.  

 

 

Рис. 1. Распределение ℵ  (53) для трех значений массовой доли гелия 4He  ( )4He 0n   

в центре Солнца: 1 – ( )4He 0  0,32n = ; 2 – ( )4He 0  0,3n = ; 3 – ( )4He 0  0, 28n =  
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8. Уравнение осцилляций 
Для дальнейшего необходимо рассмотреть основные свойства уравне-

ния осцилляций (40). Эту систему удобно привести к безразмерному виду, 
вводя новые переменные:  

0 0 0 0/ ,   / ,   / ,x a a y t a a t t= = τ =  

где  

 
3/2

0 0 2/ ,   .
| |

a t μ= μ ν =
ν

  (54) 

В этом случае (40) приобретает вид динамической системы:  

 ( )3 2sign ,   ,dy dxx x y
d d

− −= + ν =
τ τ

  (55) 

в которой отсутствуют свободные параметры, кроме знака величины ν . Осо-
бая точка 0 01,  0x y= =  является центром (см. [1]). Таким образом, при 0ν <  
для начальных условий вблизи особой точки с 0 /a = μ ν  эволюция газоди-
намической структуры представляет собой колебания с частотой, близкой  
к 0 0Ω 1/ t= . 

Динамическая система (55) имеет интеграл движения:  

 ( )
2

2
1 1sign ,

2 2
y E

x x
+ ν + =   (56) 

что позволяет вычислить период осцилляций в зависимости от 0,5 0E− ≤ < :  

 ( ) 3/22
22 ,

2 | |2 2 1

x

x

xdxP E
EEx x

−

+

π= =
+ −

   (57) 

здесь x±  – значения безразмерного масштабного фактора в максимуме и ми-
нимуме отклонения от положения равновесия. При 0E ≥  эволюция перехо-
дит при t →∞  в неограниченное расширение. 

9. Масса звезд в случае динамического равновесия 

Рассмотрим вариант моделей, при котором 1M =  и 0 1D = . Такие мо-
дели как раз и рассматривались в [1]. В этом случае уравнение (49) позволяет 
простым образом вычислять массу материи, содержащейся внутри областей, 
ограниченных сферами, радиусы которых совпадают с экстремумами плотно-
сти (или температуры) в пространстве. Экстремумы плотности и температу-
ры совпадают. Для этого перепишем уравнение (49) при сделанных предпо-
ложениях в виде  

 2 2 2 0.R T ∂ ∂χ λ + χ + χ = ∂χ ∂χ 
  (58) 
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Вычисляя интеграл по χ  от соотношения (66) в диапазоне [ ]00,χ , по-
лучаем:  

0 0

0

2 2 2
0

0 0

0.d R d T
χ χ

χ=χ

 ∂χ λ χ + χ χ + χ = ∂χ    

Выберем в качестве 0χ  безразмерный радиус, соответствующий пер-
вому минимуму функции R , который отождествляется с радиусом фотосфе-
ры звезды. В результате получаем:   

 
0 0

2 2

0 0

.R d d
χ χ

χ χ = − χ λ χ    (59) 

Величина  

( )
0

2
0

0

4
r

sM r r dr= π ρ  

представляет собой массу вещества внутри сферы радиуса 0r .  
Учитывая соотношение (52), можно записать последнюю формулу в та-

ком виде:  

( ) ( ) ( )
0

3 2
0

0

4 0, .sM r t a t R d
χ

= πρ χ χ  

Сравнивая последнее соотношение с (59), находим:  

 ( ) ( ) ( ) 3 3
0 0

4 40, ( ) ,
3 3s iM r t a t Rπ π= λ ρ χ = ρ   (60) 

где ( )0 0R a t q= χ  – истинный радиус фотосферы звезды; ( )0,tρ = λ ρ  – сред-
няя плотность внутри области, ограниченной радиусом фотосферы.  

Если обозначить через ir  радиусы сфер, на которых плотность достига-
ет экстремумов, то масса вещества внутри этих сфер будет равна:  

 ( ) ( ) ( ) 3 34 40, ( ) ,
3 3s i i iM r t a t Rπ π= λ ρ χ = ρ   (61) 

где /i ir aχ =  – безразмерный радиус сферы, а iR  – истинный.  
Таким образом, в случае если массивность частиц и множитель D  

скрытой массы равны единице, то масса вещества внутри области с радиуса-
ми, на которых температура и плотность достигают экстремума, будут точно 
равны массе той же области, если бы в ней вещество распределялось равно-
мерно со средней плотностью 0ρ = λ ρ , где 0ρ  – плотность в центре звезды. 

С другой стороны (см. [1]), период осцилляций звезды в рассматривае-
мой модели в точке равновесия 0 1x =  зависит только от λ . Действительно, 
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из граничного условия ( )0 1R =  и соотношения для плотности (5) в точке 
равновесия находим:  

 ( ) 3
0 0 0 00 ,   / ,M a a R= ρ = χ   (62) 

где R  – реальный радиус звезды (определенный по минимуму температуры 
в фотосфере), а 0χ  – безразмерный радиус минимума фотосферы, определяе-
мый в результате численного счета. Из определения параметров μ  и ν ,  
а также определения 0a  (54), получаем:  

 0 0Γ ,   .aν = λ μ = λ   (63) 

Из формулы (57) при 0,5E = −  и формулы (54) для 0t  в размерном виде 
получаем соотношение для периода осцилляций:   

 
0

3 ,P
G
π=

λ ρ
  (64) 

который зависит только от плотности в центре звезды и параметра динамиче-
ского равновесия λ . Используя (60) и (61) , находим:   

 ( )3

2 2 ,
4
si M i GR

P
=

π
  (65) 

что в точности совпадает по форме с третьим законом Кеплера. 
Из указанного следует, что для того чтобы период осцилляций звезды в 

динамическом равновесии при сделанных упрощениях равнялся P , требует-
ся, чтобы вся масса звезды содержалась внутри шара радиуса iR . В частно-
сти, для того чтобы период осцилляций Солнца был равен примерно 11 лет, 
что примерно равно периоду обращения Юпитера вокруг Солнца, масса по-
следнего должна в среднем содержаться внутри орбиты Юпитера. Однако 
при этом периоды обращения других планет должны были бы отличаться от 
реально наблюдаемых, поскольку внутри их орбит содержалась бы масса, 
существенно отличающаяся от массы Солнца. 

Второй вывод, который можно сделать из соотношения (65), состоит  
в том, что частицы среды, находящейся в динамическом равновесии, в про-
цессе осцилляций звезд совершают движение по эллиптическим орбитам, ко-
торое складывается из зонального их перемещения со скоростью v  и ради-
альных осцилляций со скоростями u a= ξ  и w a= ζ . Это означает, что вся со-
вокупность частиц среды совершает синхронное коллективное орбитальное 
движение вокруг звезды. 

10. Оценка массы в случае ≠ 1M  
В случае 1M ≠  вычисление массы внутри сфер, ограниченных радиу-

сами, на которых производная температуры обращается в ноль, несколько 
изменяется, но это в целом не оказывает существенного влияния на величину 
самой массы из-за малых изменений M  по радиусу звезды. 
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Аналогом уравнения (66) при 0M M= ℵ  является следующее соотно-
шение:  

 ( )2 2 2 0.R F∂χ ℵλ + χ +ℵ χ =
∂χ

  (66) 

Интегрируя это соотношение по χ , приходим к следующему выраже-
нию для массы внутри радиуса 0χ , соответствующего минимуму темпера-
туры:  

( ) ( )
0 0

2 2
0

0 0

4 4 .M d F d
χ χ

∂χ = π λ ℵχ χ − π ℵ χ χ
∂χ   

Вычисляя по частям второй интеграл в правой части, находим:  

( ) ( ) ( )
0 0

2 2 2
0 0 0 0

0 0

I F d F Fd
χ χ

∂ ∂ℵ= ℵ χ χ =ℵ χ χ χ − χ χ
∂χ ∂χ  , 

здесь учитывался явный вид функции ( )F χ  и то, что 0χ  – минимум темпе-
ратуры. Далее по аналогии получаем такое соотношение:  

( ) ( )
0

0

2 2
0 0 0

0

ln ln ln1 .eI T n T d
χ

χ
χ=χ

 ∂ ℵ ∂ ℵ ∂ ℵ= −χ χ − + − χ χ ∂χ ∂χ ∂χ   

Поскольку градиент функции ℵ  по радиусу является малой величиной, 
то в первом приближении величиной 0I  при оценке массы можно прене-
бречь. В результате находим:  

 ( ) 2
0

0

4 .M d
χ

χ π λ ℵχ χ   (67) 

В силу теоремы о среднем масса может быть записана в такой форме:   

 ( ) ( ) 3
0 * 0

40 ,
3

M πχ ρ λ ℵ χ   (68) 

где *ℵ  – значение ℵ  в некоторой промежуточной точке. Поскольку 
0,5 2≤ℵ< , то получаем оценку массы, не очень отличающуюся от случая 

1ℵ= . Для Солнца ℵ  меняется в диапазоне [ ]0,5;  0,7 , что дает несколько 
меньшую оценку массы, чем в случае с 1ℵ= . Поэтому общие выводы отно-
сительно распределения массы в случае модели Солнца, сделанные в преды-
дущем разделе, остаются практически неизменными. 

11. Распределение температуры с учетом массивности частиц 
Решения уравнения (66) для модели Солнца, рассмотренной ранее в [1] 

для случая 1ℵ= , построенной в [2] и обобщенной в данной работе, проводи-
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лись для массовой доли 4He  ( )4He 0  0,28n =  в центре Солнца. Значения всех 
основных параметров Солнца, которые использовались для вычисления ре-
шений уравнения (49), соответствуют стандартной модели Солнца, как  
и в работах [1, 2]. Эти данные приведены в табл. 1.  

 
Таблица 1 

Значения основных параметров Солнца согласно стандартной модели 
Параметр  Значение 

Радиус R   107 10⋅  см 
Зональная скорость на экваторе v   52 10⋅  см/с 
Показатель адиабаты γ   5 / 3  
Плотность в центре ρ   150  г/см3 
Температура в центре T   615 10⋅  К 
Масса  332 10⋅  г 

 
Расчет основных параметров модели производился по схеме, предло-

женной в [1]. Наблюдаемый радиус Солнца отождествляется с радиусом, на 
котором достигается первый минимум температуры. В безразмерном виде эта 
величина обозначается как fr . Для каждого набора исходных параметров ве-
личина fr  определяется численно. Кроме этого, численно оцениваются без-
размерные величины cr  и fcr , которые соответствуют численному значению 
положения максимума температуры после первого минимума и последующе-
го второго минимума температуры, лежащего в короне Солнца. Величина cr  
отождествляется с положением реально наблюдаемого в короне Солнца мак-
симума температуры, равного примерно 62 10 К⋅ . Безразмерная величина fcr  
используется для вычисления интегральной оценки массы вещества cM   
в сфере радиусом fcr . Через fM  обозначается суммарная масса вещества 
внутри сферы с радиусами fr , т.е. в той области, которая в стандартной мо-
дели считается наблюдаемым радиусом Солнца. Полная масса вещества  
в сфере с безразмерным радиусом endr  обозначается fullM . Значение endr  
обозначает границу области вычислений по радиусу. 

На рис. 2 представлены графики изменения температуры для четырех 
значений эффективного показателя политропы effn , которые могут в той или 
иной степени сопоставлены реальным данным. Каждая кривая для заданных 
значений effn  подбиралась с помощью изменения параметра динамического 
равновесия λ  таким образом, чтобы температура в минимуме фотосферы 
(первый минимум температуры) была равна примерно 4800 К с отклонением 
в большую сторону не более 50 К. Кроме этого, при построении соответ-
ствующей кривой подбиралось значение параметра 0r  в модели распределе-
ния функции ℵ  таким образом, чтобы оно совпадало с точностью до трех 
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знаков после запятой со значением fr . Изменения в 0r  меняли и величину 
температуры в минимуме фотосферы, и положение самого минимума. Одна-
ко подбором 0r  всегда удавалось добиться нужного совпадения этой величи-
ны с fr  для каждого фиксированного числа точек сетки. На рис. 2,a пред-
ставлены кривые, полученные таким способом в диапазоне расстояний до 60  
радиусов Солнца, что примерно соответствует радиусу орбиты Меркурия.  
На рис. 2,б представлены распределения температуры в пределах 7  радиусов 
Солнца, в которые помещаются максимум в короне и последующий минимум 
температуры для каждого значения effn , которые отображены на графиках 
вместе с полученным значением λ .  

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Распределение температуры для нескольких значений эффективного  
показателя политропы effn  (указаны на графиках) для ( )4He 0  0,28n =   

на интервалах: a – [0, 60]; б – [0, 7] (в радиусах фотосферы)  
 

Результаты вычисления указанных выше параметров распределения 
массы и температуры для каждой кривой представлены в табл. 2. Отдельной 
строкой в этой таблице указаны периоды осцилляций Солнца, соответствую-
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щие выбранным параметрам effn  и λ . Как видно, периоды пульсаций Солнца 
для этих параметров существенно меньше, чем основной период активности 
Солнца, равный примерно 11 годам. Такой период был получен в [1] для 

5effn =  и 1ℵ=  также путем подбора параметра λ , при котором температура 
в минимуме фотосферы равнялась бы примерно 4500 К. Как уже указыва-
лось, этот результат приводит к тому, что вещество, равное массе Солнца 
M  стандартной модели, оказывается распределенным внутри сферы с ра-
диусом орбиты Юпитера, что противоречит наблюдаемым данным. 

 
Таблица 2 

Численные значения параметров модели температуры  
и массы для четырех значений эффективного показателя политропы 

Параметр 4,00effn =  4, 25effn =  4,50effn =  4,75effn =  

λ  7,63750 04e− −  2,7817 04e− −  6,72010 05e− −  0,622600 05e− −  
[ ]  fT K  4842,0  4832,0  4806,0  4831,0  

[ ]  cT K  2,754 06e +  2,404 06e +  1,940 06e +  1,304 06e+  
/c fr r  2,98  3, 24  3,60  4, 27  

  fM  [г] 1,033 32e +  3,768 31e +  9,082 30e+  8, 473 29e +  
/fM M  0,052  0,019  0,005  0,42 3e −  

/fc fr r  4, 26  4,63  5,17  6,17  
  cM  [г] 7,322 33e +  3,395 33e +  1,126 33e +  1,752 32e +  
/cM M  3,66  1,70  0,56  0,09  

  fullM  [г] 1,751 37e +  6,504 36e +  1,553 36e +  1, 430 35e +  
/fullM M  8755,0  3252,0  776,5  71,5  

P  [c] 9,753 00e +  1,616 01e +  3, 288 01e +  1,080 02e +  
 
Для сравнения с результатами работы [1] на рис. 3 представлены кри-

вые распределения температуры вблизи Солнца для моделей с 4,5effn = , со-
ответствующих 1ℵ≠  и 1ℵ= .  

Можно видеть, что отклонения в распределении температуры в модели 
с неравномерной массивностью частиц от модели с 1ℵ=  (как в работе [1]) 
отличаются незначительно. Однако при этом заметно отличаются значения 
параметра динамического равновесия. Они приведены на самом рисунке. 

Как показывает анализ графиков и параметров массы, для всех моделей 
с различными значениями effn  масса вещества на больших расстояниях от 
звезды растет существенным образом. Это связано с тем, что при r →∞  тем-
пература и плотность среды в условиях динамического равновесия должны 
выходить на некоторые постоянные значения, которые существенно выше, 
чем средняя плотность вещества на больших расстояниях от звезд в реально-
сти. В силу этого можно констатировать, что динамическое равновесие, соот-
ветствующее рассматриваемой модели, нарушается за пределами максимума 
температуры в короне звезд, в данном случае Солнца. 
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Рис. 3. Распределение температуры для 4,5effn =  (λ  указаны на графиках)  

для двух моделей: 1 –   1ℵ=  (классическая модель Лейна – Эмдена);  
2 – ( )rℵ  с ( )4He 0  0, 28n =   

 
Из этого следуют два основных вывода. Первый состоит в том, что 

звездный ветер с точки зрения данной модели является следствием превыше-
ния температуры, необходимой для динамического равновесия на больших 
расстояниях от звезды, над реальной температурой в этой области. Второй 
вывод состоит в том, что в ближней области короны, по крайней мере для 
Солнца, модель дает качественно правильное описание распределения темпе-
ратуры. Для значений 4,5effn =  масса в пределах второго минимума темпе-
ратуры, для которых вычислялась величина cM  из табл. 1, наиболее близко 
подходит под величину массы Солнца, если учитывать дополнительную мас-
су в короне за радиусом fcr . При этом масса fM  в пределах фотосферы ока-
зывается существенно меньше, чем реальная масса Солнца M . Можно 
предполагать, что после учета солнечного ветра и уравнения переноса тепла 
(о чем речь шла раньше) модель будет описывать быстрое убывание темпера-
туры за пределами максимума в короне и давать более точное согласие  
с массой Солнца. При этом температура в максимуме должна соответствовать 
наблюдаемому значению 62 10 К⋅ . Эта величина согласно графикам на  
рис. 3 как раз соответствует 4,5effn =  или 4,25effn = . Убывание температу-
ры за пределами максимума в короне должно обеспечить величину массы 
вещества в пределах радиуса орбиты Меркурия, равной наблюдаемой массе 
Солнца M . Из табл. 2 видно, что масса вещества в пределах орбиты Мерку-
рия превосходит массу Солнца в сотни раз из-за асимптотического постоян-
ства плотности на больших расстояниях. 

Вместе с тем, опираясь на предыдущий анализ, следует также конста-
тировать, что наличие значительной массы вещества за пределами фотосфе-
ры может играть существенную роль в описании ряда явлений как внутри 
Солнца, так и за его пределами. Значительно меньшая масса в пределах фото-
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сферы может играть важную роль в протекании ядерных реакций в солнеч-
ном ядре. Значительная же масса вещества в короне и за ее пределами долж-
на играть определенную роль в эффектах орбитального движения Меркурия, 
например, влиять на смещение перигелия Меркурия. Более существенную 
роль указанное распределение массы должно играть в орбитальном движении 
комет вблизи Солнца, что можно установить с помощью точных наблюдений 
за их движением в этой области. Однако более детальное обсуждение этих 
важных вопросов выходит за рамки данной статьи. 

12. Скорость зонального потока 

Уравнение (45) позволяет при заданных функциях ,  aR D  вычислить 
зональную скорость. Интегрируя уравнение (45), получаем следующее обоб-
щенное выражение для ( )2 ,V ξ ζ :  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0Γ 2Γ , ,T G TV a a a a H C= λ + ξ + − ξ ζ + ζ   (69) 

где введено обозначение:  

 ( )
0

, .RH d
ξ

ξ ζ = ξ ξ
ℵ   (70) 

Функция ( )0C ζ  – постоянная интегрирования по ξ , зависящая произ-
вольным образом от ζ . Если учесть, что на оси вращения при 0ξ =  локаль-

ная угловая скорость ( )2/ , /v r a V−ω = = ξ ζ ξ  зонального потока должна быть 
конечной величиной, то отсюда сразу следует ( )0 0C ζ = . При выводе (69) 
учитывалась связь между ,  μ ν  и λ . 

Из (69) вычислим значения угловой и зональной скорости на оси вра-
щения при 0ξ = , на экваторе звезды при 0 0ξ = χ  и на бесконечности от звез-
ды. Эти расчеты аналогичны расчетам, проведенным в [2]. 

Введем обозначение: ( )Ω , /V= ξ ζ ξ , т.е. ( )Ω ,ξ ζ  – коэффициент ло-
кальной угловой скорости. Реальная угловая скорость связана с зональной 
скоростью v  соотношением 2 2/ / Ω /v r V a aω= = ξ = . Вблизи нуля функция 
( ),H ξ ζ  раскладывается в ряд Тейлора:  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2 3

00

0, , 0,
,  

0, 2 0,
R N R

H O d O
ξ

ξ=

 ζ ∂ ξ ζ ζ ξ ζ + ξ + ξ ξ ξ = ξ + ξ
ℵ ζ ∂ξ ℵ ζ  

 . 

В сферически симметричном приближении вблизи точки равновесия 
0a a  с учетом граничного условия ( )0 1R =  находим:  

 ( ) ( ) ( )
2 4 2 0
0 0 0 0 0

ΓΩ Γ ,
0T G Ta a a a a= ω = λ + + −

ℵ
  (71) 

т.е. угловая скорость 0ω  на оси вращения конечна. 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(3) 

 133 

Для получения значения 2V  при ξ→∞  и 0ζ =  представим (69) в та-
ком виде:  

 ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0Γ 2Γ , ,G G TV a a a a I= λ + ξ + − ξ ζ   (72) 

где  

( )
0

, RI d
ξ
 ξ ζ = + λ ξ ξ ℵ  . 

Поскольку при ξ→∞  величина /R ℵ+λ  по модулю стремится к нулю 
достаточно быстро, то  

( ) ( )0lim , ,I I
ξ→∞

ξ ζ = ζ < ∞  

т.е. на бесконечности эта величина ограничена. Из (72) следует, что зональ-
ная скорость будет оставаться постоянной на бесконечности величиной, если 
выполнено условие 

 0.Ga aμ= − = −
ν

  (73) 

В случае невыполнения этого условия квадрат угловой скорости на 
бесконечности будет равен величине  

 ( )2
0 0Ω Γ .Ga a∞ = λ +   (74) 

Выражение справа остается положительным при условии  

0 ,Ga a≥ −  

которое дает ограничение снизу на значение Ga . В случае 0Ga a= −  угловая 
скорость на бесконечности будет равна нулю. Конечность зональной скоро-
сти на бесконечности в исследованиях структуры галактик и их скоплений 
является признаком наличия эффекта скрытой массы или темной материи. 
Обычно к звездам этот эффект не относят. Тем не менее в рассматриваемой 
модели, как и в [15], наличие параметра типа Ga  указывает на возможность 
объяснения эффекта темной материи модификацией закона тяготения Нью-
тона. 

Расчет значения зональной скорости на экваторе позволяет сделать 
оценку величин Ta  и Ga . Зональная скорость по определению связана  

с ( ),V ξ ζ  соотношением: ( )1 ,v a V−= ξ ζ . Обозначим через 0v  зональную ско-
рость на экваторе звезды. Тогда при 0ζ =  находим:  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0 0 0Γ 2Γ ,0 .T G Ta v a a a a H= λ + ξ + − ξ   (75) 

При заданных значениях угловой скорости 0ω  на оси вращения и зо-
нальной скорости на экваторе можно получить значения Ta  и Ga , разрешая 
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соотношения (71) и (75) относительно этих параметров. В результате получа-
ем следующие соотношения:   

 ( )2
0 0 ,Ta W= α ω +    

 ( ) 4 20
0 0 0 0

0
,

ΓG T Ta a a a aℵ
= −ℵ λ + + ω   (76) 

здесь  

( )2 20
0 0 0 0 0 0 03

0 0 0
,   Γ / 2 / 2,dW d H a v

H a
= = λ ℵ − ξ +

ℵ
 

( )
4
0 0 0

0 2
0 0 0 0

2 .
Γ 2

a H

H

ℵ
α =

λ ℵ − ξ
 

В этих соотношениях свободными параметрами являются зональная 
скорость на экваторе звезды 0v  и угловая скорость вращения в центре звезды 

0ω . Для параметризации условий устойчивости зонального потока будет ис-
пользоваться и величина угловой скорости зонального потока на экваторе 

( )0 0/f fv a rω = . Если зональная скорость на экваторе является в принципе 
наблюдаемой величиной даже для удаленных звезд, то угловая скорость  
в центре звезды – ненаблюдаемый параметр, хотя он играет важную роль  
в том, как меняется зональный поток внутри звезды и вне ее. Чтобы опреде-
лить эти свойства, рассмотрим вопрос: при каких значениях угловой скоро-
сти 0ω  существует физически адекватное распределение зональной скорости 
внутри и вне звезды. Проблема состоит в том, что при определенных значе-
ниях 0ω  параметры Ta  и Ga  могут принимать такие значения, что на неко-
тором расстоянии от центра звезды квадрат зональной скорости будет отри-
цательной величиной. Этот факт будет означать, что в некоторой области 
пространства нарушается динамическое равновесие зонального потока. Кри-
терием этого является обращение зональной скорости в ноль на некотором 
ненулевом расстоянии *ξ  от центра звезды. Если такая точка существует, то 
в ней согласно (69) должно выполняться соотношение 

( ) ( )2
0 * *2 0,T G Ta a a a Hλ + ξ + − =  

где ( )* *H H= ξ . Это соотношение можно переписать следующим образом:  

 ( )2 *
*

2 .HKξ = ω
λ

  (77) 

В этом соотношении введено обозначение:   

 ( )
2 2 2

2 20 0
,

2
f fT G

T cr

ra aK
a a H

ω −ω−
ω = =

+ ω −ω
  (78) 
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здесь  

 0

0 0 0
.

2cr
v

a H
ω =

ℵ
  (79) 

Из определения функции ( ),H ξ ζ  следует, что * 0H >  и 0 0H > . По-
этому скорость зонального потока может обращаться в ноль в точке * 0ξ >  
только при следующем условии:  

 ( )
2 2 2
0

0 2 2 00
0.

2
f f

cr

r
K

H
ω −ω

ω = ⋅ >
ω −ω

  (80) 

если этот параметр отрицателен, то угловая скорость нигде не будет обра-
щаться в ноль, за исключением, возможно, точки * 0ξ = , поскольку 
( )0 0H = . Это означает, что условием устойчивости зонального потока явля-

ется условие ( )0 0K ω < . При фиксированном значении fω  возможны две 
ситуации. Первая соответствует условию ,cr fω > ω  а вторая – условию 

cr fω < ω . В первом случае ( )0 0K ω <  при условии:   

 0 .f crω ≤ ω ≤ ω   (81) 

Во втором варианте ( )0 0K ω <  при выполнении неравенства  

 0 .cr fω ≤ ω ≤ ω   (82) 

Таким образом, в обоих случаях диапазон устойчивости зонального по-
тока по отношению к угловой частоте в центре звезды лежит между значени-
ями fω  и crω . На рис. 4 представлены оба варианта зависимости ( )0K ω  от 

0ω . Можно видеть, что в области 0ω  со значениями 0 fω < ω  в случае a  

и 0 fω > ω  в случае б величина ( )0K ω  оказывается достаточно малой поло-
жительной величиной. Это указывает на то, что область неустойчивости в 
этом случае будет возникать вблизи центра звезды.  

В областях, где ( )0K ω  принимает большие положительные значения, 
неустойчивость будет возникать на больших расстояниях от центра звезды. 
Заметим также, что при 0 crω →ω  величина ( )0K ω  стремится по модулю  
к бесконечности.  

В случае 0 crω = ω  выполняется равенство: 0 0Ta a+ = . В этом случае 
выражение для скорости зонального потока принимает в экваториальной 
плоскости такой вид:  

 ( ) ( ) ( )
2

2 0 0
02 00

Γ2 ,0 ,0 .G
vv a a H H
Ha

= + ξ = ξ   (83) 
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а) 

 
б) 

Рис. 4. Зависимость ( )K K= ω  в случаях: a – условие (81); б – условие (82)  
 
В соответствии с этими оценками на рис. 5 представлена зависимость 
( )/ fv v r r=  для параметров модели Солнца, распределение температуры ко-

торых представлено на рис. 2. Из оценок параметров ,  T Ga a  и 0a  оказывает-
ся, что для Солнца реализуется вариант f crω < ω , т.е. вариант a на рис. 4.  

На рис. 5,a представлены графики изменения зональной скорости для 
модели Солнца от расстояния в радиусах минимума фотосферы fr  вплоть до 
расстояния, близкого к радиусу орбиты Меркурия. Графики зональной скоро-
сти приведены для каждого effn  со значениями угловой скорости 0 crω ω . 
Для этих кривых приведены оценки всех основных параметров модели зо-
нальной скорости в табл. 2. На больших расстояниях зональная скорость рас-
тет почти линейно и, как видно из графиков, с ростом effn  зональная ско-
рость растет медленнее с расстоянием от центра. Для более наглядного пред-
ставления о характере изменений скорости вблизи центра и короне на рис. 5,б 
изображены кривые ( )/ fv v r r=  внутри области до семи радиусов фотосфе-

crω  

crω  

0ω  

0ω  

fω  

fω  
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ры. Внутри этой области зональная скорость вблизи центра быстро растет 
почти точно до значения 0v  на экваторе, а затем в широком диапазоне оста-
ется почти постоянной величиной в соответствии с законом (83). Таким обра-
зом, в случае 0 crω ω  зональная скорость изменяется существенно нелиней-
но в ближней окрестности звезд. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Распределение зональной скорости вблизи 0 ,crω = ω   
( )0/ 1Ta a = −  для нескольких значений эффективного показателя  

политропы effn  (указаны на графиках) для ( )4He 0  0,28n =  на интервалах:  
a – [0, 60]; б – [0, 7] (в радиусах фотосферы)  

 
На рис. 6 приведены графики изменения зональной и локальной угло-

вой скорости потока для 4,5effn =  для нескольких значений угловой скоро-
сти 0ω  из диапазона устойчивости. Значение 4,5effn =  выбрано исходя из 
соображений, которые были обозначены при анализе распределения массы. 
Как видно из графиков, зональная скорость при 0 fω ω  меняется почти ли-
нейно, а при приближении к значению crω  уменьшается и испытывает все 
более существенные нелинейные изменения. Такая тенденция является об-
щей и при других значениях .effn  
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а) 

 
б) 

Рис. 6. Распределение зональной скорости (a) и локальной  
угловой скорости (б) для нескольких значений ω  при 4,5effn =   

для ( )0 0,28Y =  на интервале [0, 7] (в радиусах фотосферы)  

13. Особенности эффектов зонального потока 
Наиболее важным установленным при численном счете свойством рас-

сматриваемых моделей является наличие относительно узкого диапазона,  
в котором может принимать значения локальная угловая скорость в центре 
звезды для того, чтобы зональный поток оставался устойчивым на всех рас-
стояниях от центра звезды. Это означает, что если по каким-то внешним или 
внутренним причинам угловая скорость в центре звезды выйдет за пределы 
этого диапазона, то на некотором расстоянии от центра зональный поток те-
ряет устойчивость и в этой области появляются возмущения. Если такие воз-
мущения возникают внутри звезды, то их наличие можно будет наблюдать 
лишь при их выходе на поверхность звезды. Поскольку зональный поток яв-
ляется источником магнитного поля звезд (модель магнитного поля в услови-
ях динамического равновесия [14]), то именно возмущения магнитного поля 
могут служить индикатором нарушения динамического равновесия внутри 
звезды. Это указывает на то, что наблюдаемые магнитные аномалии с циклом 
примерно 11 лет для Солнца могут быть связаны с таким нарушением устой-
чивости зонального потока. В этом случае можно предполагать, что основной 
11-летний цикл солнечной активности может быть связан именно с резонанс-



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(3) 

 139 

ным воздействием орбитального движения Юпитера на флуктуации парамет-
ров зонального потока в случае 0 .crω ω  При этом нестабильность 11-летнего 
цикла может быть связана с воздействием орбитального движения других 
планет на параметры зонального потока в Солнце. 

Еще одной важной особенностью полученных результатов для Солнца 
является близость значений параметров Ta  и Ga  к величине 0a− . В соответ-
ствии с (11) компонента ускорения свободного падения Ξg  может быть пред-
ставлена в такой форме:  

( )1
Ξ 0/ ,K G K T Kx a a k g−= + g g g  

где  

 0 01 / 1 / .G G Gk a a a a= + = +   (84) 

Аналогичное соотношение (34) для компонентов давления можно запи-
сать в виде 

( )1
0

1 / ,T Tp F x a a F k F−∇ = +
ρ

  
  

где   

 ( ) 01 / 1 / .T T Tk a a t a a= + = −   (85) 

Здесь предполагается, что для Солнца ( ) 0/ 1x a t a=   (см. [1]). Значе-
ния Gk  и Tk  приведены в табл. 3 и 4, из которых видно, что величины Gk  и 

Tk  малы. Это означает, что и компоненты ускорения свободного падения  
и силы давления, отвечающие соответственно за пространственное распреде-
ление и за зональный поток, почти совпадают друг с другом по величине,  
но имеют обратные знаки. Различия в величине компонентов будут суще-
ственно различаться лишь при больших амплитудах осцилляций, т.е. при 
( ) 1 0x t − >> . Таким образом, указанные компоненты сил сбалансированы 

между собой, по крайней мере, для моделей с параметрами Солнца. 
 

Таблица 3 
Численные значения параметров зональной скорости  

для четырех значений эффективного показателя политропы  
(значения соответствуют кривым на рис. 3)  

Параметр 4,00effn =  4,25effn =  4,50effn =  4,75effn =  

λ  7,63750 04e− −  2,7817 04e− −  6,72010 05e− −  0,622600 05e− −  
  crω [c–1] 4,336229 05e −  6,122246 05e −  9,937372 05e −  2,220977 04e −  

0a  [см] 1,389 09e +  9.763 08e +  5.981 08e +  2,656 08e +  

0/Ta a  1,0−  1,0−  1,0−  1,0−  

Tk  0,0  0,0  0,0  0,0  

0/Ga a  0,999982−  0,999963−  0,999905−  0,999526−  

Gk  0,18 4e −  0,37 4e −  0,95 4e −  0,474 3e −  
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Таблица 4 
Численные значения параметров зональной скорости  

для пяти значений 0ω  (значения соответствуют кривым на рис. 6) 
Пара-
метр 0 fω = ω  5

0 1,0e−ω =  5
0 4,0e−ω =  5

0 7,0e−ω =  crω= ω  

0/Ta a  0,99806849−  0,99808650−  0,99838050−  0,09902732−  1,0−  

Tk  0,193151 2e −  0,191350 2e −  0,161950 2e −  0,97268 3e −  0,0  

0/Ga a  0,998069−  0,99808561−  0,99836515−  0,99898014−  0,999526−  

Gk  0,193151 2e −  0,191439 2e −  0,163485 2e −  0,101986 2e −  0,9504 4e −  
 
С точки зрения тепловых процессов в звездах следует обратить внима-

ние и на то обстоятельство, что отрицательные значения и близость 0/Ta a   
к 1− , как было описано в [2], могут существенным образом влиять на пуль-
сации светимости звезд. Поскольку пульсации Солнца по амплитуде очень 
малы ( )1 1x t− << , то для Солнца полученные значения 0/ 1Ta a −  не будут 
приводить к серьезным изменениям светимости, что и наблюдается в реаль-
ности. Однако для других типов пульсирующих звезд, например цефеид, та-
кие значения Ta  могут иметь существенное значение. Этот вопрос требует 
отдельного анализа. 

С точки зрения теории тяготения найденное значение 0Ga a−  являет-
ся фактически первой оценкой эффекта «темной материи» в строении звезд. 
По своему смыслу компонента ускорения свободного падения с множителем 

Ga , как это следует из (11), приводит к появлению вместе с функцией мас-
сивности частиц дополнительного множителя в правой части уравнения 
Пуассона (12), который можно интерпретировать как наличие скрытой массы 
или темной материи. Первоначально предполагалось, что Ga  будет малой 
величиной и не будет играть существенной роли в распределении зональной 
скорости. Однако полученные оценки дают обратный результат, состоящий  
в том, что только при таких значениях 0/ 1Ta a −  и 0/ 1Ga a −  появляется 
устойчивость зонального потока в некотором диапазоне угловых скоростей  
в центре звезды. Этот вывод непосредственно следует из общего анализа 
устойчивости зонального потока, проведенного выше. Вместе с тем эффекты, 
связанные с Ga , как это следует из всего численного анализа построенной 
модели, в наблюдательных данных проявляются исключительно в структуре 
зонального потока и не оказывают существенного влияния на распределение 
температуры и плотности в звезде и ее окрестности. Это утверждение спра-
ведливо, по крайней мере, в случае упрощенного варианта модели в форме 
предположения constGa = . Именно этим можно объяснить сложность выяв-
ления эффекта скрытой массы или «темной материи» при анализе данных  
о звездах, поскольку только на поверхности звезды можно наблюдать скоро-
сти зонального потока с помощью прямых наблюдений. 

Заключение 
Основными результатами работы является следующее. Во-первых,  

в работе был проведен аналитический и численный расчет массы вещества 
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звезды, сосредоточенной на разных расстояниях от центра. Этот анализ пока-
зал, что найденный в работе [1] вариант модели с 5effn =  и температурой 

4500 КfT   и дающий период осцилляций Солнца примерно 11 лет, не мо-
жет в реальности реализоваться. В такой модели масса Солнца должна быть 
распределена в сферической области с радиусом, равным радиусу орбиты 
Юпитера, поскольку орбитальный его период как раз равен примерно 11 го-
дам. Этот результат связан с тем, что в модели динамического равновесия от-
дельные частицы среды, по сути, совершают орбитальное движение, анало-
гичное планетам, и для них выполняется фактически третий закон Кеплера. 
Поэтому в реальности период осцилляций Солнца будет лежать в диапазоне 
от нескольких часов до сотен часов. Окончательный вывод по этому поводу 
можно будет сделать после построения модели динамического равновесия, 
которая включала бы прямой учет ядерного источника в уравнении переноса 
тепла и учет звездного (солнечного) ветра во внешней области короны. Эти 
вопросы требуют отдельного анализа, а в данной работе были лишь обозна-
чены как важные проблемы данной модели. 

Во-вторых, в работе установлена явная связь между функцией массив-
ности частиц M  с нормированной величиной молярной массы в форме 
функции ℵ   (53). На основе этой связи выведены модифицированные урав-
нения распределения температуры и плотности в пространстве с учетом не-
однородного распределения частиц среды. Эти уравнения можно рассматри-
вать как уточненный вариант обобщенных уравнений теории Лейна – Эмде-
на, которые были выведены в [2]. Как было показано, на основе сравнения 
результатов численного анализа массивность частиц не играет существенной 
роли в строении Солнца, что подтверждает предварительный вывод, сделан-
ный в работе [2]. Тем не менее для массивных звезд на последних стадиях 
эволюции распределение массивности может играть значительную роль  
в структуре таких звезд. 

В-третьих, в работе рассмотрено обобщение модели зонального потока, 
включающего дополнительный элемент, связанный с введением в теорию 
обобщенной формы компоненты гравитационного поля Ξg , содержащего 
дополнительный множитель ( )Ξ , ,tξ ζ , который играет важную роль в описа-
нии эффекта скрытой массы или темной материи в работе [15], где в кратком 
виде представлена модель структуры и эволюции дисковых структур типа га-
лактик также в рамках квазиклассической теории тяготения. Эта квазиклас-
сическая теория тяготения, как упоминалось во введении, является следстви-
ем новой теории пространства и материи, представленной в работах [3–8]. 
Как было показано, этот дополнительный множитель с параметром Ga  игра-
ет важную роль в устойчивости зонального потока. В результате численного 
анализа распределения скорости зонального потока в работе установлено, что 
параметры Ga  и Ta  (последний был введен в работе [2]), близки к значению 
масштабного фактора 0a  в точке точного динамического равновесия. Этот 
факт указывает на то, что эффект, аналогичный эффекту скрытой массы или 
«темной материи», наблюдаемый в структуре галактик и их скоплений, игра-
ет существенную роль и в структуре звезд. Данный эффект в звездах, как и  
в галактиках, проявляет себя в структуре зонального потока, т.е. параметрах 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 3 

 142

вращения системы вокруг центральной оси. В пространственном распределе-
нии температуры и плотности для звезд этот эффект практически не проявля-
ет себя. Поскольку наблюдения за зональным потоком в звездах и их окрест-
ностях сосредоточены в основном вблизи поверхности звезд, то эффект, ана-
логичный эффекту «темной материи», не обнаруживается в прямых наблю-
дениях в Солнечной и других звездных системах. Тем не менее, поскольку 
параметры 0/Ga a  и / 0Ta a  немалые и близки по модулю к 1, то эти эффекты 
могут быть обнаружены в реальных данных при соответствующем анализе. 

В-четвертых, в работе показано, что в модели имеется параметр – ло-
кальная угловая скорость зонального потока в центре звезды 0ω , который 
для устойчивости зонального потока должен находиться в достаточно узком 
диапазоне значений. Это может указывать на особую роль зонального потока 
в возникновении резонансных явлений в структуре звезды, связанных с изме-
нением 0ω  под действием внешних сил. Можно предполагать, что 11-летний 
цикл солнечной активности является следствием такого резонансного воздей-
ствия, например, со стороны орбитального движения Юпитера и других пла-
нет. Однако этот вопрос требует дополнительного анализа. 

Приложение 

1. Под маркерами понимаются функции ( ), , ,   1,2ae r z t a = , удовлетво-
ряющие уравнениям переноса потоком со скоростью ( ), ,v u v w= :   

 ( ), 0,  1,2.
a

ae v e a
t

∂ + ∇ = =
∂

  (86) 

Обозначим через J  якобиан преобразования от маркеров к физиче-
ским координатам:  

 
1 1

2 2
det ,   .ˆ ˆ r z

r z

e e
J J J

e e
= =   (87) 

Тогда дифференцируя (86) и сворачивая результат с элементами матри-
цы, обратной к Ĵ , приходим к тождеству: 

 ( ) ( )
2

, d 0,
a

a
b

x e v e N iv Nv
te x t x

β

β β

 ∂ ∂ ∂ ∂+ ∇ = + =   ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
  (88) 

где 1N r J−= . Здесь и далее используется правило суммирования по повто-
ряющемуся индексу. Это тождество следует рассматривать как закон сохра-
нения числа маркеров при переносе среды потоком со скоростью v . 

2. Для вывода представления поля тяготения с помощью маркеров рас-
смотрим элементарное тождество:  

1 2
1 2 2.a

a e e e
e e e
∂ ∂ ∂= + =
∂ ∂ ∂
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Переходя в этом тождестве к физическим координатам в цилиндриче-
ской системе координат, преобразуем его к такой форме:  

1 1 11 2 .a a
a a
r zrr J e r J e r J

r r ze e
− − −∂  ∂  ∂  ∂ + =   ∂ ∂∂ ∂   

 

Используя это тождество, после простых преобразований получаем 
обобщенное уравнение Пуассона (12). 

3. Компоненты вектора ( )1 2,K K K=  рассчитываются исходя из того, 

что производные / ax eα∂ ∂  являются элементами матрицы Якоби с элемента-
ми /ae xα∂ ∂ . В результате находим:   

2 2

1 2,   ,r e r eJ J
z re e

∂ ∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂∂ ∂

 

1 1

1 2,   ,z e z eJ J
z re e

∂ ∂ ∂ ∂= − =
∂ ∂∂ ∂

 

отсюда получаем: 

 
2 1 1 2

1 1 2 2 2 1,   .e e e eJ K e e J K e e
z z r r

∂ ∂ ∂ ∂= − = −
∂ ∂ ∂ ∂

  (89) 

 Переходя в этих выражениях к автомодельным переменным, получаем 
следующие соотношения:   

( )
2 1

1 1 2 11 1 , ,  E EJ K E E K
a a
 ∂ ∂= − = ξ ζ  ∂ζ ∂ζ 

 

( )
2 1

2 1 2 21 1 , .E EJ K E E K
a a
 ∂ ∂= − − = ξ ζ  ∂ξ ∂ξ 

 

Отсюда прямыми вычислениями находим:  

 1 2 2 .K K J∂ ∂+ =
∂ξ ∂ζ

  (90) 
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