
Алгоритмы решения задач дискретной математики

2012-2013 уч. год,

группы ТБ-О-11/1 (ЗЧС), ТБ-О-11/2 (ПБ), НТС-О-11/1, УК-О-11/1, НД-О-11/1, СВ-О-11/1.
Линейные разностные (рекуррентные) уравнения с постоянными коэффициентами.

Материалы по этой теме можно найти, например, в книгах:

Тишин В. В. Дискретная математика в примерах и задачах. – СПб.: БХВ-Петербург, 2008. – 352 с.

Андерсон Дж. А. Дискретная математика и комбинаторика. – М.: Издательский дом «Вильямс», 2004. – 960 с.
Самарский А. А. Введение в численные методы. – М.: , 1982.
Линейным разностным (рекуррентным) уравнением с постоянными коэффициентами называется уравнение
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где 
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. Неизвестной является последовательность 
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. Порядок уравнения определяется аналогично порядку дифференциальных уравнений. Для ДУ порядок определяется по максимальному порядку производной, а для РУ – максимальным сдвигом индекса. Так как максимальный сдвиг индекса 
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, то перед нами уравнение k-го порядка.

1) Сначала решается соответствующее однородное линейное разностное уравнение (ОЛРУ):
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Решение ищем в виде 
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 и через уравнение 
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 приходим к характеристическому уравнению
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В зависимости от его корней 
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, составляем ту или иную фундаментальную систему решений ОЛРУ 
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, а через неё записываем общее решение однородного уравнения:
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Если корни 
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 простые и действительные, то им соответствует ФСР: 
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Если среди корней есть комплексные, то они возникают сопряжёнными парами. Если есть простые корни 
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, то их надо перевести в показательную форму 
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, и сопоставить им в ФСР последовательности 
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Если корень 
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 действительный и кратный с кратностью 
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, то ему в ФСР соответствуют последовательности 
[image: image31.wmf]n

l

, 
[image: image32.wmf]n

n

l

, 
[image: image33.wmf]n

n

l

2

, …, 
[image: image34.wmf]n

l

n

l

1

-

, а в решении члены 
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Кратным с кратностью 
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 корням 
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 и члены в решении 
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2) Далее ищем общее решение неоднородного ЛРУ
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Если 
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 функция общего вида, то пользуемся принципом вариации произвольных постоянных: 
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 и ищем последовательности 
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Если же 
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 функция специального вида, а именно 
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, то пользуемся принципом суперпозиции в форме 
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, так как в этом случае известно, как относительно легко найти 
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Определяем параметры 
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 и сравниваем 
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 с характеристическими корнями 
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. Если 
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 не совпадает ни с одним из корней 
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, то ищем частное решение НЛРУ 
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, то есть в виде произведения многочлена степени 
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 и показательной последовательности 
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. Многочлен должен быть записан в общем виде 
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 совпадает с корнем 
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 кратности 
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, то ищем частное решение НЛРУ 
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 в виде правой части, умноженной на 
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. В обоих случаях находим неизвестные параметры 
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 методом неопределённых коэффициентов.
3) В случае начальной задачи ищем постоянные 
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 с помощью начальных условий. Окончательно записываем решение, оно будет частным.
Прикладные задачи теории графов (сетей)
Приводимые алгоритмы и задачи цитируются по:

Таха Х. А. Введение в исследование операций. – 6-е изд. – М.: Издательский дом «Вильямс», 2001. – 912 с.

Глава 6. Сетевые модели. С. 223-285.
Подобный материал можно найти в:

Воденин Д. Р. Оптимизационные задачи на графах. Учебно-методическое пособие. – Ульяновск: УлГУ, 1999. – 72 с.

Ахо А. В., Хопкрофт Дж. Э., Ульман Дж. Д. Структуры данных и алгоритмы. – М.: Вильямс, 2000. – 384 с.

Форд Л. Р., Фалкерсон Д. Р. Потоки в сетях. – М.: Мир, 1966.
Задача нахождения минимального остовного дерева.
Алгоритм построения минимального остовного дерева предполагает соединение всех узлов сети с помощью путей наименьшей длины. Типичной задачей, для решения которой необходим такой алгоритм, является создание (проектирование) сети дорог с твёрдым покрытием, соединяющих населённые пункты в сельской местности, где дороги, соединяющие два каких-либо пункта, могут проходить через другие населённые пункты. Наиболее экономичный проект дорожной системы должен минимизировать общую длину дорог с твёрдым покрытием, при этом желаемый результат можно получить путём применения алгоритма построения минимального остовного дерева.
Опишем процедуру выполнения этого алгоритма. Обозначим через N={1,2,…,n} множество узлов сети и введём новые обозначения:
Ck – множество узлов сети, соединённых алгоритмом после выполнения k-й итерации этого алгоритма, 
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 – множество узлов сети, не соединённых с узлами множества Ck после выполнения k-й итерации этого алгоритма.
Шаг 0. Полагаем C0=Ø и 
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Шаг 1. Выбираем любой узел i из множества 
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 и определяем C1={i}, тогда 
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Основной шаг k. В множестве 
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 выбираем узел j*, который соединён самой короткой дугой с каким-либо узлом из множества Ck–1. Узел j* присоединяется к множеству Ck–1 и удаляется из множества 
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Если множество 
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 пусто, то выполнение алгоритма заканчивается. В противном случае полагаем k=k+1 и повторяем последний шаг.
Задача нахождения кратчайшего пути.

Задача состоит в определении в транспортной сети кратчайшего пути между заданными исходным пунктом и пунктом назначения.
АЛГОРИТМ ФЛОЙДА находит кратчайшие пути между любыми двумя узлами сети как в сетях, имеющих циклы, так и в сетях, не имеющих циклов. В этом алгоритме сеть представлена в виде квадратной матрицы с n строками и n столбцами. Элемент (i,j) равен расстоянию dij от узла i к узлу j, которое имеет конечное значение, если существует дуга (i,j), и равен бесконечности в противном случае.

Покажем сначала основную идею метода Флойда. Пусть есть три узла i, j и k и заданы расстояния между ними. Если выполняется неравенство dij + djk < dik, то целесообразно заменить путь i→k путём i→j→k. Такая замена (далее её будем условно называть треугольным оператором) выполняется систематически в процессе выполнения алгоритма Флойда.
Алгоритм Флойда требует выполнения следующих действий.

Шаг 0. Определяем начальную матрицу расстояний D0 и матрицу последовательности узлов S0. Диагональные элементы обеих матриц помечаются знаком «–», показывающим, что эти элементы в вычислениях не участвуют. Полагаем k=1.

Основной шаг k. Задаём строку k и столбец k как ведущую строку и ведущий столбец. Рассматриваем возможность применения треугольного оператора ко всем элементам dij матрицы Dk–1. Если выполняется неравенство

dik + dkj < dij,

(i≠k, j≠k и i≠j),
тогда выполняем следующие действия:

a) создаём матрицу Dk путём замены в матрице Dk–1 элемента dij на сумму dik + dkj,
b) создаём матрицу Sk путём замены в матрице Sk–1 элемента sij на k. Полагаем k=k+1 и повторяем шаг k.
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После реализации n шагов алгоритма определение по матрицам Dn и Sn кратчайшего пути между узлами i и j выполняется по следующим правилам.
1. Расстояние между узлами i и j равно элементу dij матрицы Dn.
2. Промежуточные узлы пути от узла i к узлу j определяем по матрице Sn. Пусть sij=k, тогда имеем путь i→k→j. Если далее sik=k и skj=j, тогда считаем, что весь путь определён, так как найдены все промежуточные узлы. В противном случае повторяем описанную процедуру для путей от узла i к узлу k и от узла k к узлу j.
Задача об эйлеровом цикле и уникурсальном графе.
Исторически первой задачей теории графов была решённая в 1736 г. Леонардом Эйлером задача об обходе кёнигсбергских мостов. Необходимо построить маршрут прогулки так, чтобы побывать на каждом мосту, и притом единожды, и вернуться в исходную точку. Эйлер показал, что при данной конфигурации мостов такая прогулка невозможна.

Если с кусками суши связать вершины графа, а мостами – рёбра, то можно сформулировать задачу на современном языке теории графов: выявить в заданном графе эйлеров цикл (замкнутый путь, проходящий по каждому ребру по одному разу).
Задаче об обходе кёнигсбергских мостов родственны задачи о вычерчивании фигур без отрыва ручки от бумаги – задачи об уникурсальных графах (вычерчиваемых одним росчерком). Отличие задачи об уникурсальном графе – в ней не требуется замыкать рисунок, то есть необязательно строить эйлеров цикл, достаточно эйлерова пути.
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	Мосты Кёнигсберга через реку Прегель и связанный с ними граф.

Рисунки взяты с сайтов http://files.school-collection.edu.ru, http://festival.1september.ru, http://2u.ucoz.ru 


Эйлер сформулировал условия, которым должен удовлетворять граф, чтобы иметь в себе эйлеров цикл или путь. А именно, нужно определить степени вершин и подсчитать вершины с нечётными степенями (так называемые нечётные вершины).
1) Если нечётных вершин в графе нет (их число 
[image: image91.wmf]0

=

n

), то в графе возможен эйлеров цикл, причём обход (вычерчивание) можно начинать с любой вершины графа.

2) Если в графе 
[image: image92.wmf]2
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 нечётные вершины, то в графе возможен только эйлеров путь, причём обход (вычерчивание) надо начинать в одной нечётной вершине, а заканчивать в другой.

3) Если в графе 
[image: image93.wmf]K
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 нечётных вершин, то в графе невозможен ни эйлеров путь, ни тем более эйлеров цикл.

Задача о кёнигсбергских мостах подпадает под случай 3), так как в соответствующем графе все 4 вершины нечётные.

В отличие от задачи построения эйлерова пути (цикла), до сих пор неизвестно решение задачи нахождения гамильтонова пути (цикла). Гамильтонов путь (цикл) проходит единожды через каждую вершину графа и носит имя ирландского математика и физика Уильяма Роуэна Гамильтона (см. задачу о додекаэдре).

Формула включений и исключений.
Мы будем пользоваться формулой включений и исключений в её форме для множеств. Напомним, что для множества 
[image: image94.wmf]A

 мощностью 
[image: image95.wmf]A

 называется число его элементов. Если 
[image: image96.wmf]1
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, …, 
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 – конечные множества, то
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то есть мощность объединения всех множеств равна сумме мощностей множеств минус сумма мощностей их парных пересечений плюс сумма мощностей тройных пересечений минус сумма мощностей четверных пересечений и т.д. до мощности пересечения всех множеств.

При 
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 для множеств 
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, 
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 получаем 
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При 
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 для множеств 
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 получаем
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Формулу часто иллюстрируют с помощью диаграмм Эйлера-Венна.
	
[image: image109]
	
[image: image110]


Рассмотрим применение формулы на задаче.
В группе из 100 студентов 35 изучают французский язык, 42 – испанский, 43 – немецкий, 17 изучают французский и испанский, 15 – испанский и немецкий, 13 – французский и немецкий и 20 студентов не изучают ни один из трёх языков.

а) Сколько студентов изучают французский или немецкий язык, но не изучают испанский?

б) Сколько студентов изучают только один из трёх языков?

в) Сколько студентов изучают два из трёх языков?

г) Сколько студентов не изучают ни испанский, ни французский?

д) Сколько студентов изучают только испанский?

Решение. Записываем соотношения между мощностями множеств, упомянутых в задаче. Пусть Ф – множество студентов, изучающих французский, И – множество студентов, изучающих испанский, Н – множество студентов, изучающих немецкий, О – множество студентов, не изучающих ни один из трёх языков, Г – множество студентов группы. Тогда
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или после подстановки численных значений
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и окончательно 
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Строим диаграмму Эйлера-Венна и заполняем все её ячейки, после чего отвечаем на вопросы задачи.

	


а) Сколько студентов изучают французский или немецкий язык, но не изучают испанский?

15+12+10=37 студентов.

б) Сколько студентов изучают только один из трёх языков?

10+15+20=45 студентов.

в) Сколько студентов изучают два из трёх языков?

12+8+10=30 студентов.

г) Сколько студентов не изучают ни испанский, ни французский?

20+20=40 студентов.

д) Сколько студентов изучают только испанский?

15 студентов.
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